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w = (s, d) èñòî÷íèê-ñòîê è Gp(x), p ∈ Pw � óäåëüíûåçàòðàòû äëÿ ýòèõ ìàðøðóòîâ, çàâèñÿùèå îò âåêòîðàïîòîêîâ x .Òîãäà xp > 0 âëå÷åò Gp(x) = uw = minq∈Pw

Gq(x).1Wardrope J.G. Some theoretial aspets of road tra� researh, Pro. ofthe Inst. of Civil. Eng, Part II, 1952, 1, pp. 325-378.Íóðìèíñêèé,Øàìðàé Ôåéåðîâñêèå ïðîöåññû è ïîòîêîâîå ðàâíîâåñèå



Ïðèêëàäíàÿ ìîòèâàöèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿÎñíîâû àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòàÄåêîìïîçèöèÿ è ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿÂû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû Çàäà÷à íåëèíåéíîé êîìïëåìåíòàðíîñòèÒðàíñïîðòíûé ïàðàäîêñÌàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿÇàäà÷à íåëèíåéíîé êîìïëåìåíòàðíîñòè:
xp ≥ 0,Γp(x , u) = Gp(x) − uw ≥ 0,

xpΓp(x , u) = 0;
p ∈ Pw ,w ∈ W , x ∈ X .

(1)Äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî X = {x :
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G (x•)(x − x•) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ X , (2)ãäå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî
X = {x :

∑

p∈Pw

xp = dw ,w ∈ W , xp ≥ 0}.
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Ïîñòðîåíî øîññå 3:Çàòðàòû íà ïðîåçä� 92 ó.å. !!!Âåðõíèé ìàðøðóò� 2;Íèæíèé ìàðøðóò� 2;Íèæíå-âåðõíèéìàðøðóò � 2.Çàòðàòû ÂÑÅÕ âîäèòåëåé âûøå, ÷åì ïåðâîíà÷àëüíûå, äî ñòðîèòåëüñòâàÍóðìèíñêèé,Øàìðàé Ôåéåðîâñêèå ïðîöåññû è ïîòîêîâîå ðàâíîâåñèå
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Ñèñòåìà � 498.0Ïîëüçîâàòåëü � 83.0Íóðìèíñêèé,Øàìðàé Ôåéåðîâñêèå ïðîöåññû è ïîòîêîâîå ðàâíîâåñèå



Ïðèêëàäíàÿ ìîòèâàöèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿÎñíîâû àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòàÄåêîìïîçèöèÿ è ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿÂû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû Çàäà÷à íåëèíåéíîé êîìïëåìåíòàðíîñòèÒðàíñïîðòíûé ïàðàäîêñ�åîìåòðèÿ âàðèàöèàííûõ íåðàâåíñòâÏóñòü x• ∈ X è K+

X (x•) � êîíóñ, ñîïðÿæåííûé êîíóñóäîïóñòèìûõ íàïðàâëåíèé ìíîæåñòâà X â òî÷êå x•. Òîãäà
G (x•)(y − x•) ≥ 0 äëÿ ∀y ∈ X ⇔ −G (x•) ∈ K+

X (x•)

X

yF (x∗)

x∗

X

y

x∗

−F (x∗)

KX(x∗)

K+

X
(x∗)

Íóðìèíñêèé,Øàìðàé Ôåéåðîâñêèå ïðîöåññû è ïîòîêîâîå ðàâíîâåñèå



Ïðèêëàäíàÿ ìîòèâàöèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿÎñíîâû àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòàÄåêîìïîçèöèÿ è ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿÂû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû Ôåéåðîâñêàÿ òåîðèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè âîçìóùåíèÿìèÔåéåðîâñêèå àòòðàêòàíòûÏðîåêòèâíûå óðàâíåíèÿÏðîåêòèâíûå óðàâíåíèÿ:
x = ΠX (x − λG (x)), λ > 0Ìåòîäû íà îñíîâå ÏÓ:Ïðîñòàÿ èòåðàöèÿ:

xk+1 = ΠX (xk − λG (xk)), λ ∈ (0, τ),

G (x) ñèëüíî ìîíîòîííî;Ýêñòðàãðàäèåíòíûé ìåòîä:
yk+1 = ΠX (xk−λG (xk)), xk+1 = ΠX (xk−λG (yk+1))

G (x) � ìîíîòîííî.Íóðìèíñêèé,Øàìðàé Ôåéåðîâñêèå ïðîöåññû è ïîòîêîâîå ðàâíîâåñèå



Ïðèêëàäíàÿ ìîòèâàöèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿÎñíîâû àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòàÄåêîìïîçèöèÿ è ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿÂû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû Ôåéåðîâñêàÿ òåîðèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè âîçìóùåíèÿìèÔåéåðîâñêèå àòòðàêòàíòûÔåéåðîâñêèå îïåðàòîðûÎïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð F áóäåì íàçû-âàòü �åéåðîâñêèì, åñëè äëÿ ëþáîãî x

‖F (x)− v‖ ≤ ‖x − v‖ äëÿ âñåõ v ∈ V , x ∈
x̄ + U.Îïðåäåëåíèå. Ôåéåðîâñêèé îïåðàòîð Fáóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíî ñèëüíî �åéå-ðîâñêèì, åñëè äëÿ ëþáîãî x̄ /∈ V ñóùå-ñòâóåò îêðåñòíîñòü íóëÿ U è ÷èñëî α ∈
[0, 1) òàêèå, ÷òî ‖F (x) − v‖ ≤ α‖x − v‖äëÿ âñåõ v ∈ V , x ∈ x̄ + U. V

x
x

x

x

F (x)

F (x)

F (x)

F (x)

Íóðìèíñêèé,Øàìðàé Ôåéåðîâñêèå ïðîöåññû è ïîòîêîâîå ðàâíîâåñèå



Ïðèêëàäíàÿ ìîòèâàöèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿÎñíîâû àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòàÄåêîìïîçèöèÿ è ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿÂû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû Ôåéåðîâñêàÿ òåîðèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè âîçìóùåíèÿìèÔåéåðîâñêèå àòòðàêòàíòûÔåéåðîâñêèå ïðîöåññûÔåéåðîâñêèé ïðîöåññ:
xk+1 = F (xk), k = 0, 1, . . . (3)ãäå F ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ïîäêëàññîâ �åéåðîâñêèõîïåðàòîðîâ îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî ìíîæåñòâà V ,Òåîðåìà. Ïóñòü V � çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî, F � ëîêàëüíîñèëüíî �åéåðîâñêèé, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, ïîëó÷åííàÿ ñïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (6) ñ ïðîèçâîëüíûì x0,îãðàíè÷åíà. Òîãäà âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè {xk} ïðèíàäëåæàòìíîæåñòâó V . Íóðìèíñêèé,Øàìðàé Ôåéåðîâñêèå ïðîöåññû è ïîòîêîâîå ðàâíîâåñèå



Ïðèêëàäíàÿ ìîòèâàöèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿÎñíîâû àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòàÄåêîìïîçèöèÿ è ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿÂû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû Ôåéåðîâñêàÿ òåîðèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè âîçìóùåíèÿìèÔåéåðîâñêèå àòòðàêòàíòûÔåéåðîâñêèå ïðîöåññû ñ ìàëûìè âîçìóùåíèÿìèÔåéåðîâñêèé ïðîöåññ ñ ìàëûìè âîçìóùåíèÿìè:
xk+1 = F (xk + zk), k = 0, 1, . . . (4)ãäå F ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ïîäêëàññîâ �åéåðîâñêèõîïåðàòîðîâ îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî ìíîæåñòâà V ,Òåîðåìà. Ïóñòü V � çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî, F � ëîêàëüíîñèëüíî �åéåðîâñêèé, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, ïîëó÷åííàÿ ñïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (6) ñ ïðîèçâîëüíûì x0,îãðàíè÷åíà, zk → 0 ïðè k → ∞. Òîãäà âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè

{xk} ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó V .Íóðìèíñêèé,Øàìðàé Ôåéåðîâñêèå ïðîöåññû è ïîòîêîâîå ðàâíîâåñèå



Ïðèêëàäíàÿ ìîòèâàöèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿÎñíîâû àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòàÄåêîìïîçèöèÿ è ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿÂû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû Ôåéåðîâñêàÿ òåîðèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè âîçìóùåíèÿìèÔåéåðîâñêèå àòòðàêòàíòûÑåìåéñòâà �åéåðîâñêèõ îïåðàòîðîâ  ìàëûìè âîçìóùåíèÿìèÒåîðåìà. Ïóñòü F = {P1,P2, . . . ,Pm} � ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ
Pi òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîé x /∈ V ñóùåñòâóåò Pi , ëîêàëüíî ñèëüíî�åéåðîâñêèé â x , zk → 0 ïðè k → ∞ è Fk = Pik , ãäå Pik �ëîêàëüíî ñèëüíî �åéåðîâñêèé â xk îïåðàòîð. Òîãäà, åñëèïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, ïîñòðîåííàÿ ïî ïðàâèëó

xk+1 = Fk(xk + zk), s = 0, 1, . . . (5)îãðàíè÷åíà, òî âñå åå ïðåäåëüíûå òî÷êè ïðèíàäëåæàò V .�åçþìå: Ìàëûå âîçìóùåíèÿ íå ïðåïÿòñòâóþò ñõîäèìîñòè(ñèëüíî) �åéåðîâñêèõ ïðîöåññîâ.Íóðìèíñêèé,Øàìðàé Ôåéåðîâñêèå ïðîöåññû è ïîòîêîâîå ðàâíîâåñèå



Ïðèêëàäíàÿ ìîòèâàöèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿÎñíîâû àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòàÄåêîìïîçèöèÿ è ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿÂû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû Ôåéåðîâñêàÿ òåîðèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè âîçìóùåíèÿìèÔåéåðîâñêèå àòòðàêòàíòûÏðèëîæåíèÿ ñåìåéñòâ �åéåðîâñêèõ îïåðàòîðîâ
a

F2(a) F1(a)

V = ∩N
i=1

Vi Íóðìèíñêèé,Øàìðàé Ôåéåðîâñêèå ïðîöåññû è ïîòîêîâîå ðàâíîâåñèå



Ïðèêëàäíàÿ ìîòèâàöèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿÎñíîâû àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòàÄåêîìïîçèöèÿ è ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿÂû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû Ôåéåðîâñêàÿ òåîðèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè âîçìóùåíèÿìèÔåéåðîâñêèå àòòðàêòàíòûÀòòðàêòàíòû
Îïðåäåëåíèå. Òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
Φ : V → E íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñèëüíûì àòòðàêòàíòîììíîæåñòâà Z ⊂ V , åñëè äëÿ ëþáîãî x ′ ∈ V \ Z ñóùåñòâóåòîêðåñòíîñòü íóëÿ U òàêàÿ, ÷òî g(z − x) ≥ δ > 0 äëÿ âñåõ
z ∈ Z , x ∈ x ′ + U, g ∈ Φ(x) è íåêîòîðîãî δ > 0.

Íóðìèíñêèé,Øàìðàé Ôåéåðîâñêèå ïðîöåññû è ïîòîêîâîå ðàâíîâåñèå



Ïðèêëàäíàÿ ìîòèâàöèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿÎñíîâû àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòàÄåêîìïîçèöèÿ è ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿÂû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû Ôåéåðîâñêàÿ òåîðèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè âîçìóùåíèÿìèÔåéåðîâñêèå àòòðàêòàíòûÂåêòîðíîå ïîëå àòòðàêòàíòà
Z

V

Íóðìèíñêèé,Øàìðàé Ôåéåðîâñêèå ïðîöåññû è ïîòîêîâîå ðàâíîâåñèå



Ïðèêëàäíàÿ ìîòèâàöèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿÎñíîâû àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòàÄåêîìïîçèöèÿ è ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿÂû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû Ôåéåðîâñêàÿ òåîðèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè âîçìóùåíèÿìèÔåéåðîâñêèå àòòðàêòàíòû
F -ïðîöåññû ñ àòòðàêòàíòàìèÑòàöèîíàðíûé:

xk+1 = F (xk + λkΦ(xk)). (6)Íåñòàöèîíàðíûé:
xk+1 = Fk(xk + λkΦ(xk)). (7)�åçóëüòàò òåîðèè ìàëûõ âîçìóùåíèé: êàê (9) òàê è (10)ñõîäÿòñÿ ê V ïðè λk → 0 êîãäà k → ∞.Íóðìèíñêèé,Øàìðàé Ôåéåðîâñêèå ïðîöåññû è ïîòîêîâîå ðàâíîâåñèå



Ïðèêëàäíàÿ ìîòèâàöèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿÎñíîâû àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòàÄåêîìïîçèöèÿ è ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿÂû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû Ôåéåðîâñêàÿ òåîðèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè âîçìóùåíèÿìèÔåéåðîâñêèå àòòðàêòàíòûÑõîäèìîñòüÒåîðåìà. Ïóñòü F � ëîêàëüíî ñèëüíî �åéåðîâñêèé îïåðàòîð,
Φ � ëîêàëüíî ñèëüíûé àòòðàêòàíò Z ⊂ V , ïîëóíåïðåðûâíûéñâåðõó íà íåêîòîðîì îòêðûòîì Ṽ ⊃ V è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xk}, ïîñòðîåíà ïî ïðàâèëó

xk+1 = F (xk + λkΦ(xk)), (8)ãäå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x0 ïðîèçâîëüíî, λk → +0,
∑

λk = ∞.Òîãäà, åñëè {xk} îãðàíè÷åíà, òî ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà {xk}ïðèíàäëåæèò Z .�åçþìå: Ñ ïîìîùüþ àòòðàêòàíòîâ ìîæíî íàïðàâèòü�åéåðîâñêèå ïðîöåññû â íóæíóþ ÷àñòü ïðèòÿãèâàþùåãîìíîæåñòâà. Íóðìèíñêèé,Øàìðàé Ôåéåðîâñêèå ïðîöåññû è ïîòîêîâîå ðàâíîâåñèå



Ïðèêëàäíàÿ ìîòèâàöèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿÎñíîâû àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòàÄåêîìïîçèöèÿ è ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿÂû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû Ôåéåðîâñêèå ïðîåêòèâíûå îïåðàòîðûÔåéåðîâñêèå îïåðàòîðû

x

VF (x)

x

V

F (x)

Òî÷êà x �äàëåêî� îò V . Òî÷êà x �áëèçêî� ê V .Íóðìèíñêèé,Øàìðàé Ôåéåðîâñêèå ïðîöåññû è ïîòîêîâîå ðàâíîâåñèå



Ïðèêëàäíàÿ ìîòèâàöèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿÎñíîâû àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòàÄåêîìïîçèöèÿ è ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿÂû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû Ôåéåðîâñêèå ïðîåêòèâíûå îïåðàòîðûÏîñëåäîâàòåëüíîå ïðîåêòèðîâàíèåÏóñòü
V = ∩τ∈TVτ ,

Vτ , τ ∈ T � âûïóêëûå çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà E .Òåîðåìà. Ïóñòü V - çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî,ïðåäñòàâèìîå â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãîñåìåéñòâà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ: V = ∩τ∈TVτ è îáîçíà÷èì ÷åðåç
Πτ (x) = xτ ïðîåêöèþ òî÷êè x íà Vτ . Òîãäà, åñëè x /∈ Vτ ′ , äëÿíåêîòîðîãî τ ′ ∈ T , òî îïåðàòîð F = Πτ ′ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîñèëüíî �åéåðîâñêèì â òî÷êå x .Íóðìèíñêèé,Øàìðàé Ôåéåðîâñêèå ïðîöåññû è ïîòîêîâîå ðàâíîâåñèå



Ïðèêëàäíàÿ ìîòèâàöèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿÎñíîâû àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòàÄåêîìïîçèöèÿ è ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿÂû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû Ôåéåðîâñêèå ïðîåêòèâíûå îïåðàòîðûÌåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ
Çàäà÷à

min
x∈V

f (x),V = ∩N
i=1Vi .Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîåêöèé ãðàäèåíòà:

xk+1 = Fk(xk − λkgk), gk ∈ ∂f (xk)ãäå Fk(x) = Πik (x), à ik òàêîãî, ÷òî xk /∈ Vik .
Íóðìèíñêèé,Øàìðàé Ôåéåðîâñêèå ïðîöåññû è ïîòîêîâîå ðàâíîâåñèå



Ïðèêëàäíàÿ ìîòèâàöèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿÎñíîâû àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòàÄåêîìïîçèöèÿ è ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿÂû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû Ôåéåðîâñêèå ïðîåêòèâíûå îïåðàòîðûÏàðàëëåëüíîå ïðîåêòèðîâàíèåÏóñòü
F (x) =

N∑

i=1

wiΠi (x), (9)ãäå Πi � ïðîåêöèÿ íà ìíîæåñòâà Vi ,
w = (w1,w2, . . . ,wN) ∈ ∆N = {w : wi ≥ 0,

∑N
i=1

wi = 1}.Òåîðåìà. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà F , çàäàííîãî ñîîòíîøåíèåì(12) èìååò ìåñòî ∑
i :x /∈Vi

wi ≥ γ > 0. Òîãäà F (x) â òî÷êå xÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñèëüíî �åéåðîâñêèì.Íóðìèíñêèé,Øàìðàé Ôåéåðîâñêèå ïðîöåññû è ïîòîêîâîå ðàâíîâåñèå



Ïðèêëàäíàÿ ìîòèâàöèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿÎñíîâû àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòàÄåêîìïîçèöèÿ è ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿÂû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòûÎ÷åíü òåñòîâûé ïðèìåð
min x2

2x1 + x2 ≤ 0
−2x1 + x2 ≤ 0

= min cx

2x1 + x2 ≤ 0
−2x1 + x2 ≤ 0

c = (0, 1)Àëãîðèòì:
xk+1 = Πk(xk − λkc), k = 1, 2, . . . .

x
0

x
0 − λc

x1

x2

Π1(x
0 − λc)

Íóðìèíñêèé,Øàìðàé Ôåéåðîâñêèå ïðîöåññû è ïîòîêîâîå ðàâíîâåñèå



Ïðèêëàäíàÿ ìîòèâàöèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿÎñíîâû àëãîðèòìè÷åñêîãî àïïàðàòàÄåêîìïîçèöèÿ è ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿÂû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòûÒåñòîâûé ïðèìåð. Îïòèìèçàöèÿ
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