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√

xx. Îòëè÷èå îò óìíîæåíèÿ1



âåêòîðà x íà ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü α îáû÷íî ÿñíû èç êîíòåêñòà. ×åðåç R áóäåì îáîçíà÷àòüâåùåñòâåííóþ îñü.Â äàëüíåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàíû îáùèå óñëîâèÿì ñõîäèìîñòè èòåðàòèâíûõ ïðîöåñ-ñîâ [9℄, ÿâëÿþùèåñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå äèñêðåòíîé âåðñèåé óñëîâèé àñèìïòîòè÷åñêîéóñòîé÷èâîñòè Ëÿïóíîâà. Â ñîîòâåòñòâèå ñ ýòèìè óñëîâèÿìè äëÿ òîãî, ÷òîáû ó ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè {xs}, ïîðîæäåííîé íåêîòîðûì èòåðàòèâíûì ïðîöåññîì, ñóùåñòâîâàëà ïðåäåëü-íàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ çàäàííîìó ìíîæåñòâó X⋆ äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõóñëîâèé:A1 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xs} îãðàíè÷åííà.A2 Äëÿ êàæäîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xnk}, ñõîäÿùåéñÿ ê x′ /∈ X⋆ ñóùåñòâóåò ǫ > 0òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî nk íàéäåòñÿ èíäåêñ mk > nk òàêîé, ÷òî ‖xnk − xs‖ ≤ ǫ äëÿ
nk ≤ s < mk è ‖xnk − xmk‖ > ǫ.A3 Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ W (x) òàêàÿ ÷òî äëÿ âñÿêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xnk}, ñõîäÿùåéñÿ ê x′ /∈ X⋆ è ñóùåñòâóþùåé â ñèëó óñëîâèÿ A2 ñîîòâåòñòâóþùåéïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xmk} íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pk} ñ nk < pk ≤ mkòàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

lim sup
k→∞

W (xpk) < lim inf
k→∞

W (xmk).Äëÿ òîãî, ÷òîáû êàæäàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xs} ïðèíàäëåæàëà X⋆ äî-ñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ äâóõ äîïîëíèòåëüíûé óñëîâèé:A4 Åñëè xnk → x⋆ ∈ X⋆, òî ‖xnk+1 − xnk‖ → 0.A5 Ìíîæåñòâî W (X⋆) = {W (x⋆) : x⋆ ∈ X⋆} òàêîå, ÷òî R \ W (X⋆) âñþäó ïëîòíî.Ñîäåðæàòåëüíî óñëîâèå À2 ïðåïÿòñòâóåò �çàñòðåâàíèþ� èòåðàòèâíîãî ïðîöåññà {xs} â òî÷-êàõ, íå ïðèíàäëåæàùèõ X⋆. Óñëîâèå À3 íåÿâíûì îáðàçîì çàïðåùàåò ïðåäåëüíûå öèêëû,íå ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè X⋆ è ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îòðèöàòåëüíîñòè ïîëíîé ïðîèçâîäíîé�óíêöèè Ëÿïóíîâà ïî òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà. Óñëîâèå À4 ïðåäîòâðàùàåò �îò-ïðûãèâàíèå� òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xs} îò ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà X⋆, óñëîâèå À5 âñîâîêóïíîñòè ñ À1-À4 �àêòè÷åñêè ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü {W (xs)}, ÷òî â ñî÷åòàíèè ñ À3èñêëþ÷àåò íàëè÷èå ó {xs} ïðåäåëüíûõ òî÷åê, íå ïðèíàäëåæàùèõ X⋆.2 Ñõîäèìîñòü �åéåðîâñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ âîç-ìóùåíèÿìèÄëÿ öåëåé íàñòîÿùåé ðàáîòû îïðåäåëèì �åéåðîâñêèé îïåðàòîð îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãîçàäàííîãî ìíîæåñòâà V ñëåäóþùèì îáðàçîì.Îïðåäåëåíèå 1 Îïåðàòîð F : E → E íàçûâàåòñÿ �åéåðîâñêèì ( îòíîñèòåëüíî çàäàííî-ãî ìíîæåñòâà V ), åñëè F (v) = v äëÿ v ∈ V è äëÿ âñåõ x ∈ E

‖F (x) − v‖ ≤ ‖x − v‖ (1)äëÿ âñåõ v ∈ V . 2



Ìíîæåñòâî V îáû÷íî ïîäðàçóìåâàåòñÿ èç êîíòåêñòà è äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü åãîçàìêíóòîñòü è, â îñíîâíîì äëÿ ïðîñòîòû, îãðàíè÷åííîñòü. Äîïîëíèòåëüíî ê äàííîìó îïðå-äåëåíèþ ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü íåïðåðûâíîñòü F (x) íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ðàñøèðåíèè
V , ò.å. ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îòêðûòîãî Ṽ òàêîãî, ÷òî V ⊂ Ṽ è F (x) íåïðåðûâíîíà Ṽ . Ïîñêîëüêó F (x) íåïðåðûâíî íà V ïî îïðåäåëåíèþ, ðå÷ü èäåò �àêòè÷åñêè î íåïðå-ðûâíîñòè F (x) íà ãðàíèöå V .Ñ ïîìîùüþ �åéåðîâñêîãî îïåðàòîðà F ìîæíî ïîñòðîèòü, íà÷èíàÿ ñ êàêîé-ëèáî èñõîä-íîé òî÷êè x0, èòåðàòèâíûé �åéåðîâñêèé ïðîöåññ xs+1 = F (xs), s = 0, 1, . . ., êîòîðûé ìîæåòñëóæèòü ìîäåëüþ íåêîòîðîãî âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷êè èëè òî-÷åê ìíîæåñòâà V . Ñâîéñòâî (1) , à òî÷íåå åãî ðàçëè÷íûå óñèëåíèÿ, ãàðàíòèðóþò ñõîäèìîñòüâ òîì èëè èíîì ñìûñëå ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xs} ê ìíîæåñòâó V .Èìåÿ â âèäó äàëüíåéøèå ïðèëîæåíèÿ, ìû ïðåäïîëîæèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà F , êîòîðûåòàêæå óñèëèâàþò (1).Îïðåäåëåíèå 2 Ôåéåðîâñêèé îïåðàòîð F áóäåì ñ÷èòàòü ëîêàëüíî ñèëüíî �åéåðîâñêèì,åñëè äëÿ ëþáîãî x̄ /∈ V ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü íóëÿ U è ÷èñëî α ∈ [0, 1) òàêèå, ÷òî

‖F (x) − v‖ ≤ α‖x − v‖ (2)äëÿ âñåõ v ∈ V, x ∈ x̄ + U .Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 1 Ïóñòü V � çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî, F �- ëîêàëüíî ñèëüíî �åéåðîâñêèé, ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü {xs}, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé
xs+1 = F (xs + zs), s = 0, 1, . . . (3)îãðàíè÷åíà, zs → 0 ïðè s → ∞. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x0 âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè {xs}ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó V .Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè áóäåò îñíîâàíî íà ïðîâåðêå óñëîâèÿ À1-À5ñ ìíîæåñòâîì X⋆ = V è �óíêöèåé Ëÿïóíîâà W (x) = infv∈V ‖x − v‖ = ρ(x, V ). ÏîñêîëüêóÀ1 âûïîëíåíî ïî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû, òî íà÷íåì ïðîâåðêó ñ óñëîâèÿ À2.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk , ñõîäÿùàÿñÿ ê x′ /∈ V ñ ρ(x′, V ) ≥

2δ > 0. Âûáåðåì îêðåñòíîñòü U òàê, ÷òîáû äëÿ x ∈ x′+4U âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (2) ñ íåêîòî-ðûì α < 1 è ρ(x, V ) ≥ δ > 0. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ âñåõ s > nk xs ∈ xnk +U ⊂ x′+2Uòî xs + zs ∈ x′ + 4U äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k è xs+1 = F (xs + zs) óäîâëåòâîðÿåò
‖xs+1−v‖ = ‖F (xs+zs)−v‖ ≤ α‖xs+zs−v‖ ≤ α‖xs−v‖+q‖zs‖ ≤ (1+α)/2‖xs−v‖ = β‖xs−v‖äëÿ âñåõ v ∈ V, ãäå β < 1, ëèøü òîëüêî ‖zs‖ ≤ (1 − α)/α‖xs − v‖ = γs. Äëÿ ïðàâîé÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ îöåíêà ñíèçó: γs ≥ ρ(xs, V )(1 − q)/q ≥
δ(1 − α)/α > 0 òàê ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k.Èòåðèðóÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ‖xs+1 − v‖ ≤ β‖xs − v‖ ïî s = nk, nk + 1, . . . , t − 1ïîëó÷èì ‖xt − v‖ ≤ βt−nk‖xnk − v‖ → 0 ïðè t → ∞, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ‖xt − v‖ ≥ ρ(xt, V ) ≥
δ > 0 ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ äîêàçàòåëüñòâà xt ∈ xnk + U ⊂ x′ + 2U äëÿ âñåõ t > nk.Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ñóùåñòâóåò mk òàêîå, ÷òî

‖xt − xnk‖ ≤ ǫ, nk ≤ t < mk è ‖xmk − xnk‖ > ǫ > 0,äëÿ íåêîòîðîãî ǫ > 0 òàêîãî, ÷òî ‖z‖ ≤ ǫ âëå÷åò z ∈ U , ÷òî äîêàçûâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿÀ2. 3



Äàëåå ñîîòâåòñòâåííî
ρ(xmk , V ) ≤ βmk−nkρ(xnk , V ) ≤ βρ(xnk , V ) ≤ ρ(xnk , V ) − (1 − β)ρ(xnk , V ) ≤ ρ(xnk , V ) − θäëÿ θ = (1 − β)ρ(xnk , V ) ≥ (1 − β)δ > 0, îòêóäà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó

lim sup
k→∞

ρ(xmk , V ) ≤ lim inf
k→∞

ρ(xnk , V ) − θ < lim inf
k→∞

ρ(xnk , V ),òî åñòü óñëîâèå À3 òàêæå âûïîëíåíî 
 pk = mk.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî À4 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü xnk → x̄ ∈ V è îáîçíà-÷èì ÷åðåç vs ðåøåíèå çàäà÷è minv∈V ‖xs − v‖ Ïî ïîñòðîåíèþ ‖xnk − vnk‖ → 0 ïðè k → ∞ èâ ñèëó îãðàíè÷åííîñòè V è ‖F (xnk − F (vnk)‖ → 0. Ïðè ýòîì
‖xnk+1−xnk‖ = ‖F (xnk)−xnk‖ = ‖F (xnk)−F (vnk+vnk−xnk‖ ≤ ‖F (xnk)−F (vnk‖+‖vnk−xnk‖ → 0ïðè k → ∞, ÷òî äîêàçûâàåò À4. Óñëîâèå À5 âûïîëíåíî î÷åâèäíûì îáðàçîì, ïîñêîëüêó
ρ(v, V ) = 0 äëÿ âñåõ v ∈ V .Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé íåñòàöèîíàðíîé �åéåðîâñêîé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà

xs+1 = Fs(x
s + zs), s = 0, 1, . . . , (4)ãäå Fs âûáèðàåòñÿ èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà �åéåðîâñêèõ îïåðàòîðîâ.Ñëåäñòâèå 1 Ïóñòü F = {P1, P2, . . . , Pm} � ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ Pi òàêèõ, ÷òî äëÿëþáîé x /∈ V ñóùåñòâóåò Pi, ëîêàëüíî ñèëüíî �åéåðîâñêèé â x, zs → 0 ïðè s → ∞ è Fs =

Pis, ãäå Pis � ëîêàëüíî ñèëüíî �åéåðîâñêèé â xs îïåðàòîð. Òîãäà, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xs} îãðàíè÷åíà, âñå åå ïðåäåëüíûå òî÷êè ïðèíàäëåæàò V .Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñëåäñòâèÿ áóêâàëüíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåî-ðåìû 1 ñ åäèíñòâåííîé îãîâîðêîé, ÷òî êîíñòàíòà ñèëüíîé �åéåðîâîñòè äëÿ îïåðàòîðîâ Fsáóäåò èìåòü îöåíêó α < 1 âèäà

‖Fs(x) − v‖ = ‖Pis(x) − v‖ ≤ max
i∈I(x)

αi‖x − v‖ ≤ max
z∈x′+4U

max
i∈I(z)

αi‖x − v‖ = α‖x − v‖,ãäå I(x) � ìíîæåñòâî òàêèõ i, ÷òî Pi ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñèëüíî �åéåðîâñêèì â x ñ êîíñòàí-òîé αi < 1, is ∈ I(x). Âåçäå âûøå x ∈ x′+4U , ãäå x′ � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xs}, âûáèðàåìàÿ äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèé À2-À3, à U � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ.Ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ùàäÿùèõ óñëîâèÿõ èñ÷åçàþùàÿïîìåõà íå ïðåïÿòñòâóåò îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó òåîðèè �åéåðîâñêèõ ïðîöåññîâ � ñõîäèìîñòèê íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî èñïîëüçóÿ ìàëûå äî-ïîëíèòåëüíûå âîçäåéñòâèÿ ìîæíî äîáèòüñÿ ñõîäèìîñòè ïðîöåññà (3)-(4) è ê îïðåäåëåííûìïîäìíîæåñòâàì V .Ââåäåì ïîíÿòèå îãðàíè÷åííîãî àòòðàêòàíòà, êàê âåêòîðíîãî ïîëÿ, òàêîãî, ÷òî âíóòðè
V îíî, ñîäåðæàòåëüíî ãîâîðÿ, íàïðàâëåíî â ñòîðîíó íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà V .Îïðåäåëåíèå 3 Òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Φ : V → E íàçûâàåòñÿ îãðàíè-÷åííûì àòòðàêòàíòîì Z ⊂ V åñëè g(z − x) ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ V \ Z, g ∈ Φ(x) è z ∈ Z.Íà ñàìîì äåëå äëÿ îáîñíîâàíèÿ æåëàåìîé ñõîäèìîñòè íåîáõîäèìî íåñêîëüêî áîëåå ñèëüíîåñâîéñòâî. 4



Îïðåäåëåíèå 4 Àòòðàêòàíò Φ íàçûâàåòñÿ ñèëüíûì îãðàíè÷åííûì àòòðàêòàíòîì Zåñëè äëÿ ëþáîãî x′ ∈ V \ Z ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü íóëÿ U òàêàÿ, ÷òî
g(z − x) ≥ δ > 0äëÿ âñåõ z ∈ Z, x ∈ x′ + U, g ∈ Φ(x) è íåêîòîðîãî δ > 0.Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 2 Ïóñòü F � ëîêàëüíî ñèëüíî �åéåðîâñêèé îïåðàòîð, Φ � îãðàíè÷åííûé ñèëü-íûé àòòðàêòàíò Z ⊂ V , ïîëóíåïðåðûâíûé ñâåðõó íà íåêîòîðîì îòêðûòîì Ṽ ⊃ V èïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xs}, ïîñòðîåíà ïî ïðàâèëó

xs+1 = F (xs + λsΦ(xs)), (5)ãäå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x0 ïðîèçâîëüíî, λs → +0,
∑

λs = ∞. Òîãäà, åñëè {xs} îãðàíè÷åíà,òî ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà {xs} ïðèíàäëåæèò Z.Äîêàçàòåëüñòâî.. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïðèìåíèì òå æå óñëîâèÿ A1-A5 ñ �óíê-öèåé Ëÿïóíîâà W (x) = infv∈Z ‖x − v‖.Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ A2. Ïóñòü x′ /∈ Z íåêîòîðàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè {xs}. Â ñèëó òåîðåìû 1 ïî êðàéíåé ìåðå x′ ∈ V . Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì4 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü íóëÿ U òàêàÿ, ÷òî g(z − x) ≥ δ > 0 äëÿ âñåõ z ∈ Z, x ∈ x′ + 4U .Ïî ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó Φ(·) ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ‖g‖ ≤ C < ∞ äëÿ âñåõ
g ∈ Φ(x), x ∈ x′ + 4U . Åñëè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {nnk} → x′ ïðè k → ∞, òî xnk ∈ x′ + Uäëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k è åñëè äëÿ âñåõ s > nkx

s ∈ xnk+U, òî xs ∈ x′+2U è xs+zs ∈ x′+4Uâ ñèëó ìàëîñòè zs. Òîãäà äëÿ v ∈ Z è x̄s+1 = xs + λsg
s, ãäå gs = Φ(xs), âûïîëíåíû óñëîâèÿ

‖xs+1 − z‖2 ≤ ‖xs + λsg
s − z‖2 = ‖xs − z‖2 + λ2

s‖gs‖2 − 2λsg
s(z − xs) ≤ ‖xs − z‖2 − θλsïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ s è íåêîòîðîãî θ > 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ‖x̄s+1−z‖ ≤ ‖xs−z‖−γλsäëÿ íåêîòîðîãî γ > 0. Èç ëîêàëüíîé ñèëüíîé �åéåðîâîñòè

‖xs+1 − z‖ = ‖F (x̄s+1) − z‖ ≤ q‖x̄s+1 − z‖ ≤ q‖xs − z‖ − qγλs ≤ ‖xs − z‖ − γ′λsãäå γ′ > 0. Âû÷èñëÿÿ èí�èíóìû ïîëó÷èì
W (xs+1) ≤ W (xs) − γ′λs. (6)à ñóììèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïî s ïîëó÷àåì W (xs) → −∞, ÷òî íåâîçìîæíî.Cëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò mk > nk òàêîå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ǫ > 0, òàêîãî, ÷òî ‖u‖ ≤ ǫâëå÷åò u ∈ U

‖xmk − xnk‖ > ǫ, ‖xs − xnk‖ ≤ ǫ, nk ≤ s < mk,÷òî äîêàçûâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ À2. Äàëåå äëÿ nk ≤ s < mk âûïîëíåíî (6) è, ñëåäîâà-òåëüíî, ñóììèðóÿ, ïîëó÷àåì
W (xmk) ≤ W (xnk) − γ′

mk−1
∑

s=nk

λs.Ñóììà ∑mk−1
s=nk

λs ëåãêî îöåíèâàåòñÿ ñíèçó:
ǫ < ‖xmk − xnk‖ ≤

mk−1
∑

s=nk

λs‖gs‖ ≤ C

mk−1
∑

s=nk

λs,5



÷òî äàåò ∑mk−1
s=nk

λs ≥ ǫ/C è, ñëåäîâàòåëüíî,
W (xmk) ≤ W (xnk) − γ′ǫ/C.Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî k → ∞ ïîëó÷àåì

lim sup
k→∞

W (xmk) < lim inf
k→∞

W (xnk),÷òî äîêàçûâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ A3 ñ pk = mk. Ïîñêîëüêó À4-À5 âûïîëíåíû î÷åâèäíûìîáðàçîì, òî ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.Â òåîðåìàõ 1-2 èñïîëüçîâàëîñü íà ïåðâûé âçãëÿä âåñüìà îãðàíè÷èòåëüíîå è òðóäíîïðîâåðÿåìîå ãëîáàëüíîå óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xs}. Îäíàêî îñíîâ-íóþ àëãîðèòìè÷åñêóþ ñõåìó (3) ëåãêî ìîäè�èöèðîâàòü ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ðåòðàêòîâ
R : E → Ṽ , âîçâðàùàþùèõ, â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîãî V , ïðîöåññ {xs} â íåêîòîðîå îãðàíè-÷åííîå ìíîæåñòâî Ṽ , òàêîå, ÷òî V + U ⊂ Ṽ .

xs+1 = F̃ (xs + zs) =

{

F (xs + zs) xs ∈ W̃ ⊃ Ṽ

R(xs) = ys ∈ Ṽ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, (7)ãäå ys âûáèðàåòñÿ â Ṽ ïðîèçâîëüíî. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëîêàëüíî ñèëüíî �åéåðîâîãî Fïðîöåññ {xs} ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç âûéäåò çà ïðåäåëû W̃ è îãðàíè÷åííîñòü {xs} áóäåòîáåñïå÷åíà. Òàêæå èìååò ìåñòî è è íåïðåðûâíîñòü F̃ íà W̃ . Â îñòàëüíîì òåîðèÿ ïðîöåññîââèäà (7) òàêæå ïîêðûâàåòñÿ òåîðåìîé 2.Òàêæå êàê è äëÿ òåîðåìû 1 ñïðàâåäëèâîÑëåäñòâèå 2 Ïóñòü Fs � ëîêàëüíî ñèëüíî �åéåðîâñêèé â òî÷êå xs îïåðàòîð, âûáèðàå-ìûé èç êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà F = {P1, P2, . . . , Pm} íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ Pi òàêèõ, ÷òî
Pi(v) = v, i = 1, 2, . . . , m äëÿ âñåõ v ∈ V è äëÿ ëþáîé x /∈ V ñóùåñòâóåò Pi, ëîêàëüíîñèëüíî �åéåðîâñêèé â x, zs → 0 ïðè s → ∞, Φ � îãðàíè÷åííûé ñèëüíûé àòòðàêòàíò
Z ⊂ V , ïîëóíåïðåðûâíûé ñâåðõó íà íåêîòîðîì îòêðûòîì Ṽ ⊃ V è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xs} ïîñòðîåíà ïî ïðàâèëó

xs+1 = Fs(x
s + λsΦ(xs)), (8)ãäå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x0 ïðîèçâîëüíî, λs → +0,

∑

λs = ∞. Òîãäà, åñëè {xs} îãðàíè÷åíà,òî ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà {xs} ïðèíàäëåæèò Z.Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ 2 è ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòèêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà F íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ Pi, i = 1, 2, . . . , m.3 Ïðèìåíåíèå � ìåòîä ïðîåêöèé ãðàäèåíòà ñ äåêîìïî-çèöèåé ñèñòåìû îãðàíè÷åíèéÏðàêòè÷åñêàÿ ïîëüçà îò ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ ñ îäíîé ñòîðîíû â âîçìîæ-íîñòè èñïîëüçîâàòü øèðîêèé ñïåêòð �åéåðîâñêèõ îïåðàòîðîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû äîïó-ñòèìîñòè, ò.å. â ãàðàíòèè òîãî, ÷òî ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xs}ïðèíàäëåæàò äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó V . Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïîëó÷åííûé â ðàáîòå ðåçóëüòàòïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü è ðàçëè÷íûå ñïîñîáû óëó÷øåíèÿ äîïóñòèìîé òî÷êè, ïðèáëèæàþ-ùèå åå ê ìíîæåñòâó Z âûäåëåííûõ â V òî÷åê. Â êà÷åñòâå òàêîâûõ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ,íàïðèìåð, òî÷êè, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé èëè èíîé çàäà÷è íà äîïóñòèìîììíîæåñòâå V è çäåñü òàêæå ñóùåñòâóåò áîëüøîé ðåïåðòóàð îïðåäåëåíèÿ, ñêàæåì, ðåëàêñà-öèîííûõ íàïðàâëåíèé, ïðèáëèæàþùèõ òåêóùóþ äîïóñòèìóþ òî÷êó ê ìíîæåñòâó ðåøåíèé.6



Ñóòü òåîðåìû 2 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ñîáëþäåíèè åå óñëîâèé ìîæíî äîñòàòî÷íîñâîáîäíî êîìáèíèðîâàòü ñõåìû ïîëó÷åíèÿ äîïóñòèìûõ òî÷åê è àëãîðèòìû äîñòèæåíèÿ âû-äåëåííîãî ïîäìíîæåñòâà.Äàëåå ìû ðàññìîòðèì âàæíûé ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî Vïðåäñòàâèìî â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ Vτ , τ ∈ T , òî åñòü V = ∩τ∈T Vτ . Ïðèêîíå÷íîì T = {1, 2, . . . , N} äëÿ ïîèñêà äîïóñòèìîé òî÷êè v ∈ V , ò.å. äëÿ ðåøåíèÿ òàêíàçûâàåìîé CFP ( Convex Feasibility Problem ), áûëî ïðåäëîæåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî àë-ãîðèòìîâ �åéåðîâñêîãî òèïà, ìíîãèå èç êîòîðûõ ìîãóò áûòü îïèñàíû îïåðàòîðîì âèäà
F (x) =

N
∑

i=1

wi((1 − λi)I + λiΠi(x)), (9)ãäå Πi � îïåðàòîð ïðîåêöèè íà ñîîòâåòñòâóþùåå Vi, I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, λi ∈ [0, 2] �ïàðàìåòðû ðåëàêñàöèè, (wi, i = 1, 2, . . . , N) = w ∈ ∆N � âåñà ïðîåêöèé. ×åðåç ∆N îáîçíà÷åíñòàíäàðòíûé N-ìåðíûé ñèìïëåêñ: ∆N = {wi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , N ;
∑N

i=1 wi = 1}..Ïðèìåíåíèå òàêèõ îïåðàòîðîâ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñòðóêòóðó ðàçëè÷íûõ Vi, îïå-ðàöèè ïðîåêöèè íà êîòîðûå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ ñóùåñòâåííî ïðîùå, ÷åì íà V , ïîñêîëüêóèíäèâèäóàëüíûå ïðîåêöèè Πi ìîæíî âû÷èñëÿòü íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, òî ìîæíî èñ-ïîëüçîâàòü ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ è ò.ï.Â ðàáîòå [6℄ ïðèâåäåíà îïðåäåëåííàÿ îáùàÿ òåîðèÿ ñõîäèìîñòè ïðîöåññîâ �åéåðîâñêîãîòèïà, èñïîëüçóþùèõ ïîäîáíûå îïåðàòîðû. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé òåîðèè çàêëþ÷àåòñÿ âòîì, ÷òî ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xs}, ïîðîæäåííîé ðåêóððåíòíûì ïðàâè-ëîì âèäà xs+1 = F (xs), s → ∞, ïðè ðàçëè÷íûõ ðàçóìíûõ ñòðàòåãèÿõ âûáîðà λi è wi ïðèíàä-ëåæàò V . Â íåêîòîðûõ äîñòàòî÷íî ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî xs → ΠV (x0)� ïðîåêöèè íà÷àëüíîé òî÷êè x0 íà V , ñïîñîáû áîëåå òîíêîé íàñòðîéêè îòñóòñòâóþò.Äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàññìîòðèì îïåðàòîð Fs âèäà (9), ãäå ïðè êàæäîì s ëèøü îäèí âåñî-âîé êîý��èöèåíò wi îòëè÷åí îò íóëÿ, à âñå êîý��èöèåíòû ðåëàêñàöèè λi ðàâíû åäèíèöå.Ïîêàæåì, ÷òî åñëè xs /∈ Vi äëÿ íåêîòîðîãî i = is, òî Fs = Πis ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñèëüíî�åéåðîâñêèì â xs. Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü â âèäå ñëåäóþùåé ëåììû.Ëåììà 1 Ïóñòü V - âûïóêëîå çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî è W � åãî âûïóê-ëîå çàìêíóòîå ñóïåðìíîæåñòâî (V ⊂ W ). Òîãäà ïðè x /∈ W îïåðàòîð ïðîåêöèè ΠW (x),îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèÿìè:
ΠW (x) ∈ W, ‖ΠW (x) − x‖ = min

w∈W
‖w − x‖ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñèëüíî �åéåðîâñêèì îòíîñèòåëüíî V .Äîêàçàòåëüñòâî.Çà�èêñèðóåì x /∈ W è âûáåðåì äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ Uòàêóþ, ÷òî (x + 2U) ∩ W = ∅ è ‖ΠW (z)‖ ≤ 2‖ΠW (x)‖ = C/2 äëÿ z ∈ x + 2U . Òîãäà äëÿ

z ∈ x + U è ïðîèçâîëüíîì v ∈ V

‖ΠW (z) − v‖2

‖z − v‖2
≤ ‖ΠW (z) − v‖2

‖z − ΠW (z)‖2 + ‖ΠW (z) − v‖2
≤

1 − ‖z − ΠW (z)‖2

‖z − ΠW (z)‖2 + 2(‖ΠW (z)‖2 + ‖v‖2)
≤ 1 − ‖z − ΠW (z)‖2

‖z − ΠW (z)‖2 + 2(C2/4 + R2)

≤ 1 − minz∈x+U ‖z − ΠW (z)‖2

maxz∈x+U ‖z − ΠW (z)‖2 + 2(C2/4 + R2)
= 1 − θ2 ≤ γ2 < 1,ãäå R ≥ ‖v‖ äëÿ âñåõ v ∈ V . Îòñþäà ‖ΠW (z) − v‖ ≤ γ‖z − v‖ äëÿ âñåõ z ∈ x + U è γ < 1,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 7



Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð Fs, ïîñòðîåííûé ïîïðèíöèïó âûáîðà â òî÷êå xs îïåðàòîðà Fs = Πis ñ xs /∈ Vis ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü ìåòîäàïðîñòîãî èòåðèðîâàíèÿ xs+1 = Fs(x
s) ðåøåíèÿ CFP. Çàìåòèì, ÷òî ñïîñîá âûáîðà ìíîæåñòâà

Vis íå èìååò íèêàêîãî çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ñõîäèìîñòè ïðàêòè÷åñêè âñåïî-ñòðî÷íûå èëè ñèíãóëÿðíûå ( row-a
tion [10℄ ) ìåòîäû � öèêëè÷åñêîé ïðîåêöèè, ïðîåê-òèðîâàíèÿ íà ñàìîå óäàëåííîå ìíîæåñòâî, ïåðåìåæàþùèåñÿ ( intermittent ), ìàêñèìàëüíîéíåâÿçêè è ïð., ïîêðûâàþòñÿ îäíèì óòâåðæäåíèåì 2.Îäíàêî Ñëåäñòâèå 2 äàåò âîçìîæíîñòü äîáèòüñÿ è äîïîëíèòåëüíîãî ý��åêòà çà ñ÷åòàòòðàêòàíòà Φ(x) è â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âûïóêëóþ çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîãîïðîãðàììèðîâàíèÿ
f⋆ = min

x∈V
f(x) = f(x⋆), x⋆ ∈ Z ⊂ V, (10)ãäå âûïóêëîå çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî V ïðåäñòàâëåíî êàê ïåðåñå-÷åíèå ñåìåéñòâà âûïóêëûõ çàìêíóòûõ ñóïåðìíîæåñòâ Vi, i = 1, 2 . . . , N : V = ∩i=1,2...,NVi.Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàïðàâèòü èòåðàòèâíûé ïðîöåññ (8) ê ìíîæåñòâó ðåøåíèé îïòèìèçàöè-îííîé çàäà÷è (10) äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûé òèï âîçìóùåíèé zs = −λsg

s ãäå
gs ∈ Φ(xs) = ∂f(xs) � ñóáãðàäèåíò öåëåâîé �óíêöèè çàäà÷è (10), ïðîèçâîëüíî âûáèðàåìûéèç ñóáäè��åðåíöèàëüíîãî ìíîæåñòâà ∂f(xs), øàãîâûé ìíîæèòåëü λs → +0.Â ñèëó íåðàâåíñòâà 0 ≤ f(x)− f⋆ ≤ g(x− z) äëÿ g ∈ ∂f(x), x ∈ V ∩Z îòîáðàæåíèå ∂f(·)ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó îãðàíè÷åííûì àòòðàêòàíòîì äëÿ Z.Èç ñëåäñòâèÿ 2 òåîðåìû 2 ïðè ýòîì ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìåòîäàïåðåìåæàþùèõñÿ ïðîåêöèé ãðàäèåíòà íà ýëåìåíòû äåêîìïîçèöèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà
V :

xs+1 = Πs(x
s − λsg

s), s = 0, 1, . . .ãäå Πs -îïåðàòîð ïðîåêöèè íà ìíîæåñòâî Vis òàêîå, ÷òî xs /∈ Vis , gs ∈ ∂f(xs), f � êîíå÷íàÿâûïóêëàÿ �óíêöèÿ, λs → +0,
∑

∞

s=0 λs = ∞.Èñïîëüçóÿ ëåììó 1 ìîæíî ïîêàçàòü è ëîêàëüíî ñèëüíóþ �åéåðîâîñòü îïåðàòîðà
F (x) =

N
∑

i=1

wiΠi(x), (11)ãäå Πi � ïðîåêöèÿ íà ñóïåðìíîæåñòâî Vi, w = (w1, w2, . . . , wN) ∈ ∆N .Ëåììà 2 Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà F , çàäàííîãî ñîîòíîøåíèåì (11) èìååò ìåñòî ∑

i:x/∈Vi
wi ≥

γ > 0. Òîãäà F (x) â òî÷êå x ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñèëüíî �åéåðîâñêèì.Äîêàçàòåëüñòâî.Çà�èêñèðóåì òî÷êó x̄ /∈ V è îáîçíà÷èì I(x̄) = {i : ‖Πi(x̄) − x̄‖ > 0}. Ïîïîñòðîåíèþ êàæäûé èç Πi, i ∈ I(x̄) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî ñèëüíî �åéåðîâñêèì â x̄ ñ íåêîòîðîéêîíñòàíòîé αi ≤ α < 1. Ìîæíî âûáðàòü îêðåñòíîñòü íóëÿ U òàê, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé δ > 0è ǫ > 0 äëÿ âñåõ x ∈ x̄ + U âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà
‖Πi(x) − x‖ ≥ δ > 0, i ∈ I(x̄) è ‖Πi(x) − x‖ ≤ ǫ, i /∈ I(x̄),ãäå ǫ < γ(1 − α)δ/2.Ïóñòü v ∈ V è x ∈ x̄ + U . Òîãäà

‖F (x) − v‖ = ‖
N

∑

i=1

wi(Πi(x) − v)‖ ≤ ‖
∑

i∈I(x̄)

wi(Πi(x) − v)‖ + ‖
∑

i/∈I(x̄)

wi(Πi(x) − v)‖ ≤

αγ‖x − v‖ + ‖
∑

i/∈I(x̄)

wi(Πi(x) − x) +
∑

i/∈I(x̄)

wi(x − v)‖ ≤

αγ‖x − v‖ + ‖
∑

i/∈I(x̄)

wi(Πi(x) − x)‖ + (1 − γ)‖x − v‖ ≤

(αγ + 1 − γ)‖x − v‖ + (1 − γ)ǫ = ᾱ‖x − v‖ + (1 − γ)ǫ,8



ãäå ᾱ = 1 − γ(1 − α) < 1.Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ìîæíî òàêæå îöåíèòü ñâåðõó
(1 − γ)ǫ ≤ (1 − γ)

ǫ

min
v∈V

‖x − v‖‖x − v‖ ≤ (1 − γ)
ǫ

δ
‖x − v‖.Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó â íåðàâåíñòâî, ïîëó÷åííûå âûøå, ïîëó÷àåì

‖F (x) − v‖ ≤ ᾱ‖x − v‖ + (1 − γ)
ǫ

δ
‖x − v‖ ≤ 1 + ᾱ

2
‖x − v‖ ≤ β‖x − v‖,ãäå β < 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò îáîñíîâàòü èñïîëüçîâàíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (10) èïàðàëëåëüíîé âåðñèè äåêîìïîçèöèîííîãî ìåòîäà ïðîåêöèé ãðàäèåíòà ñ �åéåðîâñêèì îïå-ðàòîðîì âèäà (11):

xs+1 =
N

∑

i=1

ws
i Πi(x

s − λsg
s)ãäå îïåðàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ ïàðàëëåëüíî. Óñëîâèÿ ëåììû 2 íà âåñà

ws
i âûïîëíÿþòñÿ, íàïðèìåð, â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè âñå ðàâíîìåðíî îòäåëåíû îò íóëÿ ws

i ≥
ǫ > 0. Äëÿ øàãîâûõ ìíîæèòåëåé λs ñîîòâåòñòâåííî äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ òðàäèöèîííûõäëÿ íåãëàäêèõ ãðàäèåíòíûõ ñõåì óñëîâèé λs → +0,

∑

∞
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