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Всеобщая компьютеризация бизнес-процессов породила огромные объемы данных,
предоставляющие большие потенциальные возможности для построения очень де-
тальных экономическо-математических моделей. Тем не менее лишь небольшая часть
этих данных используется в целях принятия управляющих решений, на что есть мно-
жество технических, организационных и других причин.

Одна из этих причин имеет непосредственное отношение к тематике конферен-
ции и заключается в сложностях работы с решением сверх-больших экономико-
математических моделей. По сути дела в практических терминах даже отработанная
методология линейного программирования для задач порядка 107 переменных, 106

ограничений представляет существенную проблему, выделяемую в класс huge-scale
линейного программирования [1,2]. За отсутствием устоявшегося русского термина
будем называть это направление ГЛП — гигабайтное линейное программирование,
что, как представляется, и количественно отражает характерные размеры оптими-
зационных задач, в пределах возможностей современной массовой вычислительной
техники серверного калибра.

Источником таких задач является, например, многоиндексные транспортно-логистические
проблемы, модели дорожного движения в крупных городах, многопродуктовые ди-
намические производственные модели, проблемы маршрутизации телекоммуникаци-
онного трафика и пр. Большую известность приобрела, например, проблема ранжи-
рования интернет страниц (Google problem), хотя и не рекордная по своему объему.
Результаты, представленные в докладе, мотивированы в основном задачами моде-
лирования городского трафика, однако к таким задачам проявлен значительный
интерес и со стороны транспортно-логистического бизнеса. Как оказалась, работа
с практическими моделями позволила обратить внимание на некоторые особенно-
сти ГЛП, apriori неочевидные. С математической точки зрения мы рассматриваем
классическое линейное программирование вида

min
Ax≤b,x≥0

cx = min
x∈X

cx = cx⋆ (1)

с той особенностью, что dim(x) ∼ 107 и количество ограничений ( строк матрицы
A имеет порядок 105¯106. Второй особенностью задач такого масштаба является их
высокая разреженность порядка 10−5˘10−6, что собственно говоря и имеет решающее
значение в попытках решить такие задачи. Плотные матрицы с количеством элемен-
тов порядка 1013 ( ок. 100 Tb ) пока еще за пределами возможностей современной
вычислительной техники.

Разреженность может иметь структурированную форму (блочная диагональная,
обобщенные верхние границы, сетевая структура и др.), что иногда позволяет созда-
вать специализированные алгоритмы для задач большой размерности. Однако для
сложных комплексных задач ГЛП определенная структура размывается и рассчиты-
вать на какие-либо специализированные алгоритмы не приходится. Косвенным сви-
детельством этому являются рис. 1 где приведено распределение количества ненуле-
вых элементов в строках ограничений в типовой задаче транспортно-логистического
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Рис. 1: Распределение ненулевых элементов по строкам

типа гигабайтного масштаба. Распределение ненулевых элементов достаточно размы-
тое и соответствует скорее разреженным scale-free стохастическим графам. В связи
с этим в докладе описаны описан подход основанный на достаточно универсальных
алгоритмах проективного типа, использующих неструктурированную разреженность
и вытекающую из ней возможности декомпозиции.

Теоретическую основу для проективного подхода к решению задачи (1) представ-
ляет ее сведение к решению проективного уравнения

x = ΠX(x− θc), (2)

где ΠX — оператор ортогональной проекции на множество X = {x : Ax ≤ b, } кон-
станта θ > 0. Привлекательность этого подхода заключается в том, что для доста-
точно большого θ достаточно однократного вычисления проективного оператора:

x⋆ = ΠX(x
0 − θc) (3)

для произвольного x0. Константа θ зависит, конечно, от начальной точки x0. Вычис-
лению проекций на выпуклые многогранники посвещено множество работ, c кото-
рыми можно ознакомиться по более или менее современному, хотя уже и постепенно
устаревающему обзору [3]. Интерес к проективным алгоритмам для решения задачи
(1) связан еще со следующими обстоятельствами:

1. Универсальность. Эти алгоритмы с одной стороны слабо привязаны к струк-
туре задачи, а с другой стороны при случае дают возможность ее эффективно
использовать.

2. Простота вычислительных операций. Проективные алгоритмы опираются на
хорошо разработанный аппарат вычислительной линейной алгебры.



Таблица 1: Проекция на политопы, порожденные подмножествами структурно орто-
гональных строк ограничений прикладной задачи. Столбцы таблицы : m — количе-
ство векторов, n — размерность векторов, ρ — плотность ненулевых элементов, t —
среднее время на 1 итерацию проектора, iter — среднее количество итераций.

m n ρ t iter

3956 276657 2.528 10−4 1.3044 8.80
4648 219989 2.151 10−4 0.4220 8.40
5585 373285 1.791 10−4 2.0746 9.00
8104 367590 1.234 10−4 0.8558 9.30

12191 818397 8.203 10−5 6.5938 10.10
13426 791975 7.448 10−5 5.3685 10.40
23884 1472946 4.187 10−5 5.3756 10.60
30639 1687920 3.264 10−5 6.5454 11.10

3. Достаточно большой потенциал параллелизации, хотя и по поводу эффектив-
ности их применения имеются и различные мнения [4,5].

Представленный в работе подход основан на сведении задачи проекции (3) к про-
екции на политопы [6], которая также имеет значительный набор эффективных ал-
горитмов, начиная от работ [7,8] и заканчивая очень быстрым алгоритмом проекти-
рования на симплексоподобрые многогранники [9]. В разреженных матрицах можно
достаточно эффективно выделять симплексо-подобные подмножества ограничений,
что с теоретико-графовой точки зрения сводиться к задачам декомпозиции графа
на независимые подмножества. Такая задача, хотя и является NP-сложной, но на
практике жадные эвристики типа [10], оказываются вполне удовлетворительными.

В табл. приведены усредненные данные при 10-кратном проектировании случай-
ных точек на политопы, порожденные подмножествами структурно ортогональных
строк ограничений прикладной задачи размерностью 130641 × 3349864 × 13929381
(ограничений, переменных, ненулевых элементов). с плотностью ненулевых элемен-
тов 3.183 10−5.

При разложении исходной задачи на проектирование на независимые множе-
ства возникает вопрос о координации полученных решений. Перспективным направ-
лением при этом представляется использование процесса [11] который основан на
раздельном проектировании на независимые множества с последующей координа-
цией получаемых решений, также основанной на проективной задаче. На рис. 2
представлена работа координационного алгоритма, где достаточно уверенно мож-
но говорить о его линейной скорости сходимости. В данном случае решалась задача
130640x3349864x13929381 и по оси Oy отложена относительная точность получаемо-
го приближения для вектора минимальной длины. На левом графике приведена (в
логарифмической шкале) относительная точность, а а на правом – ее аппроксимация
линейной зависимостью от числа итераций. Полученные данные позволяют предпо-
ложить, что при числе циклов порядка 100 будет достигнута достаточно приемлемая
относительная точность порядка 10−4.

Представленные в работе результаты хотя и обнадеживают, но все же имеют пред-
варительный характер и предстоит решить множество различных проблем до того,
как можно будет говорить о полной практической применимости этого класса алго-
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Рис. 2: Работа координационного алгоритма

ритмов. Вместе со стороны промышленности определенно наблюдается заинтересо-
ванность в такого сорта разработках и нашей задачей является поиск адекватного
ответа на этот вызов.

Работа частично поддержана проектами ДВО РАН 12-I-П18-04 (Программа Пре-
зидиума РАН N 18), ”Проективные алгоритмы и программное обеспечение для ре-
шения сверхбольших экстремальных и равновесных задач транспортного модели-
рования” , 12-III-А-01И-014 ”Алгоритмы и программное обеспечение для решения
полиэдральных выпуклых проективных задач”.
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