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ÑÎfl Â¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ ̄ Ë-
ÓÍÓ ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ‡ÔÔ‡‡Ú ÙÂÈÂÓ‚ÒÍËı ÔÓˆÂÒ-
ÒÓ‚, Ò‚Ó‰ÍÛ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ÔÓ ÒÓ‚ÂÏÂÌÌÓÏÛ ÒÓÒÚÓfl-
ÌË˛ Ëı ÚÂÓËË Ë ÔËÎÓÊÂÌËÈ ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ‚ [1].
Ç Ó·˘ÂÏ ‚Ë‰Â ˝ÚË ÔÓˆÂÒÒ˚ ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰ ËÚÂ‡ÚË‚-
ÌÓÈ ÒıÂÏ˚ 
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ÂÓ‚ÒÍËÈ ÓÔÂ‡ÚÓ. éÚÎË˜ËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸˛
ÙÂÈÂÓ‚ÒÍËı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Ë ÔÓˆÂÒÒÓ‚, ÔÓÒÚÓÂÌ-
Ì˚ı ÔÓ ˝ÚÓÈ ÒıÂÏÂ, fl‚ÎflÂÚÒfl Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÔËÚflÊÂÌËfl
Ë, ‚ ÍÓÌˆÂ ÍÓÌˆÓ‚, ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË Í ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡Ï, ‚ Ò‚flÁË Ò ˜ÂÏ ÓÌË Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl Í‡Í
ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËÂ ÏÓ‰ÂÎË ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚ı ‡Î„ÓËÚ-
ÏÓ‚. éÒÓ·ÂÌÌÓ ÔË‚ÎÂÍ‡ÚÂÎ¸Ì˚ÏË ˝ÚË ÔÓˆÂÒÒ˚
‚˚„Îfl‰flÚ Ò ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl ‰ÂÍÓÏÔÓÁËˆËË Ë ËÒÔÓÎ¸-
ÁÓ‚‡ÌËfl Ô‡‡ÎÎÂÎ¸Ì˚ı ‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÓÌË
¯ËÓÍÓ ÔËÏÂÌfl˛ÚÒfl ‰Îfl Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜ ·ÓÎ¸-
¯ÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË ÔË Ó·‡·ÓÚÍÂ ‰‡ÌÌ˚ı ‚ ÍÓÏ-
Ô¸˛ÚÂÌÓÈ ÚÓÏÓ„‡ÙËË, ÔÎ‡ÌËÓ‚‡ÌËË ‡‰Ë‡ˆË-
ÓÌÌÓÈ ÚÂ‡ÔËË, ‡ÒÔÓÁÌ‡‚‡ÌËË Ó·‡ÁÓ‚, Ó·‡·ÓÚ-
ÍÂ ËÁÓ·‡ÊÂÌËÈ Ë ‰Û„Ëı ÒËÚÛ‡ˆËflı, Ò‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ò
Ó·‡·ÓÚÍÓÈ ·ÓÎ¸¯Ëı Ó·˙ÂÏÓ‚ ‰‡ÌÌ˚ı. Ç ‰‡ÌÌÓÏ
ÒÓÓ·˘ÂÌËË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÙÂÈÂÓ‚-
ÒÍËı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ Ò ËÒ˜ÂÁ‡˛˘ËÏ ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÂÏ, ÔÓ-
ÓÊ‰ÂÌÌ˚Ï Ï‡Î˚Ï Ò‰‚Ë„ÓÏ ‚ ‡„ÛÏÂÌÚÂ ÙÂÈÂÓ‚-
ÒÍÓ„Ó ÓÔÂ‡ÚÓ‡. èÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ
ÒËÎ¸ÌÓÈ ÙÂÈÂÓ‚ÓÒÚË 
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çÛÏËÌÒÍËÈ

 

Í‡Í ÔÒÂ‚‰ÓÙÂÈÂÓ‚ÓÒÚ¸, Í‚‡ÁËÒÊËÏ‡ÂÏÓÒÚ¸ Ë Ô.
àÏÂfl ‚ ‚Ë‰Û ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ËÂ ÔËÎÓÊÂÌËfl, Ï˚ ÔÂ‰ÔÓ-
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 ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û V. 
èÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÏÓÊÌÓ Ó·Ó·˘ËÚ¸ Ì‡

ÒÎÛ˜‡È ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ÙÂÈÂÓ‚ÒÍÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË ‚Ë‰‡

(4)

„‰Â Fs ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl ËÁ ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÒÂ-
ÏÂÈÒÚ‚‡ ÙÂÈÂÓ‚ÒÍËı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚, ˜ÚÓ Ë ÔÓÁ‚ÓÎfl-
ÂÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‡ÔÔ‡‡Ú ÙÂÈÂÓ‚ÒÍËı ÔÓˆÂÒÒÓ‚
‚ ‰ÂÍÓÏÔÓÁËˆËÓÌÌ˚ı ‡Î„ÓËÚÏ‡ı.

í Â Ó  Â Ï ‡  2. èÛÒÚ¸ � = {P1, P2, …, Pm} – ÒÂ-
ÏÂÈÒÚ‚Ó ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Pi, Ú‡ÍËı, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·ÓÈ
x ∉ V ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Pi, ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÒËÎ¸ÌÓ ÙÂÈÂÓ‚-
ÒÍËÈ ‚ x, zs → 0 ÔË s → ∞ Ë Fs = , „‰Â  – ÎÓ-

Í‡Î¸ÌÓ ÒËÎ¸ÌÓ ÙÂÈÂÓ‚ÒÍËÈ ‚ xs ÓÔÂ‡ÚÓ. 
íÓ„‰‡ ÂÒÎË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ {xs}, ÔÓÒÚÓ-

ÂÌÌ‡fl ÔÓ Ô‡‚ËÎÛ (4), Ó„‡ÌË˜ÂÌ‡, ÚÓ ‚ÒÂ ÂÂ ÔÂ-
‰ÂÎ¸Ì˚Â ÚÓ˜ÍË ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡Ú V. 

èË‚Â‰ÂÌÌ˚Â ÚÂÓÂÏ˚ ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ÔË ‰Ó-
ÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ˘‡‰fl˘Ëı ÛÒÎÓ‚Ëflı ËÒ˜ÂÁ‡˛˘‡fl ÔÓÏÂı‡ ÌÂ
ÔÂÔflÚÒÚ‚ÛÂÚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏÛ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÛ ÚÂÓËË ÙÂÈÂ-
Ó‚ÒÍËı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ – ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË Í ÌÂÍÓÚÓÓÏÛ ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚Û ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌ˚ı ÚÓ˜ÂÍ. Ñ‡ÎÂÂ ÔË‚Â‰ÂÌ˚ Â-
ÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ Ó· ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË Ï‡Î˚ı ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı
‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÈ zs Ò ˆÂÎ¸˛ ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ÔÓ-
ˆÂÒÒÓ‚ (3), (4) Í ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡Ï V. 

Ç‚Â‰ÂÏ ÔÓÌflÚËÂ ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌÓ„Ó ‡ÚÚ‡ÍÚ‡ÌÚ‡
Í‡Í ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÎfl, Ú‡ÍÓ„Ó, ˜ÚÓ ‚ÌÛÚË V ÓÌÓ,
ÒÓ‰ÂÊ‡ÚÂÎ¸ÌÓ „Ó‚Ófl, Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÓ ‚ ÒÚÓÓÌÛ ÌÂ-
ÍÓÚÓÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ V.

x

F x( ) v– α x v–≤

x

xs 1+ F x
s

zs+( ), s 0 1 2 …,, , ,= =

xs 1+ Fs xs zs+( ), s 0 1 2 …,, , ,= =

Pis
Pis

é Ô  Â ‰ Â Î Â Ì Ë Â  3. íÓ˜Â˜ÌÓ-ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÂÌÌÓÂ
ÓÚÓ·‡ÊÂÌËÂ Φ: V → 2E Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl Î Ó Í ‡ Î Ë Á Ó -
‚ ‡ Ì Ì ˚ Ï  ‡ Ú Ú  ‡ Í Ú ‡ Ì Ú Ó Ï  Z ⊂ V ‚  Ú Ó ˜ Í Â  x,
ÂÒÎË ËÁ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ x ∈ V \Z, ÒÎÂ‰ÛÂÚ g(z – x) ≥ 0 ‰Îfl
‚ÒÂı g ∈ Φ(x) Ë z ∈ Z. 

ç‡ Ò‡ÏÓÏ ‰ÂÎÂ ‰Îfl Ó·ÓÒÌÓ‚‡ÌËfl ÊÂÎ‡ÂÏÓÈ ÒıÓ-
‰ËÏÓÒÚË ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ·ÓÎÂÂ ÒËÎ¸ÌÓÂ
Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó.

é Ô  Â ‰ Â Î Â Ì Ë Â  4. ÄÚÚ‡ÍÚ‡ÌÚ Φ Ì‡Á˚‚‡ÂÚ-
Òfl Ò Ë Î ¸ Ì ˚ Ï  Î Ó Í ‡ Î Ë Á Ó ‚ ‡ Ì Ì ˚ Ï  ‚ ÚÓ˜ÍÂ x',
ÂÒÎË ËÁ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ x' ∈ V\Z, ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ
ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÌÛÎfl U, Ú‡ÍÓÈ, ˜ÚÓ

‰Îfl ‚ÒÂı z ∈ Z, x ∈ x' + U, g ∈ Φ(x) Ë ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó
δ > 0. 

àÏÂfl ‚ ‚Ë‰Û ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÂ Z, ·Û-
‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ Φ ÔÓÒÚÓ ÒËÎ¸Ì˚Ï ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ˚Ï
‡ÚÚ‡ÍÚ‡ÌÚÓÏ, ÂÒÎË ÔË‚Â‰ÂÌÌÓÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ËÏÂÂÚ
ÏÂÒÚÓ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ V \Z. äÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ δ ·Û‰ÂÚ,
Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, Á‡‚ËÒÂÚ¸ ÓÚ ‚˚·‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË. ëÔ‡‚Â‰-
ÎË‚‡ ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl

í Â Ó  Â Ï ‡  3. èÛÒÚ¸ F – ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÒËÎ¸ÌÓ ÙÂÈ-
ÂÓ‚ÒÍËÈ ÓÔÂ‡ÚÓ, Φ – Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚È Ë ÔÓÎÛÌÂ-
ÔÂ˚‚Ì˚È Ò‚ÂıÛ ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ˚È ÒËÎ¸Ì˚È ‡Ú-
Ú‡ÍÚ‡ÌÚ Z  ⊂ V  Ë ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ {xs} ÔÓ-
ÒÚÓÂÌ‡ ÔÓ Ô‡‚ËÎÛ

(5)

„‰Â Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ x0 ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ, λs → +0,

 = ∞. 

íÓ„‰‡ ÂÒÎË {xs} Ó„‡ÌË˜ÂÌ‡, ÚÓ ÂÂ Î˛·‡fl ÔÂ-
‰ÂÎ¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ Z. 

í‡Í ÊÂ, Í‡Í Ë ‰Îfl ÚÂÓÂÏ˚ 1, ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó Ë ÂÂ
Ó·Ó·˘ÂÌËÂ Ì‡ ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â ÙÂÈÂÓ‚ÒÍËÂ ÓÔÂ-
‡ÚÓ˚.

í Â Ó  Â Ï ‡  4. èÛÒÚ¸ Fs – ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÒËÎ¸ÌÓ
ÙÂÈÂÓ‚ÒÍËÈ ‚ ÚÓ˜ÍÂ xs ÓÔÂ‡ÚÓ, ‚˚·Ë‡ÂÏ˚È
ËÁ ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ � = {P1, P2, …, Pm} ÌÂÔÂ-
˚‚Ì˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ Pi, Ú‡ÍËı, ˜ÚÓ Pi(v) = v,
i = 1, 2, …, m, ‰Îfl ‚ÒÂı v ∈ V Ë ‰Îfl Î˛·ÓÈ x ∉ V ÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Pi, ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÒËÎ¸ÌÓ ÙÂÈÂÓ‚ÒÍËÈ ‚ x,
zs → 0 ÔË s → ∞, Φ – Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚È ÔÓÎÛÌÂÔÂ-
˚‚Ì˚È Ò‚ÂıÛ ÒËÎ¸Ì˚È ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ˚È ‡Ú-
Ú‡ÍÚ‡ÌÚ Z ⊂ V Ë ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ {xs} ÔÓ-
ÒÚÓÂÌ‡ ÔÓ Ô‡‚ËÎÛ

(6)

„‰Â Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ ÒÓÒÚÓflÌËÂ x0 ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ, λs → +0,

 = ∞. 

íÓ„‰‡ ÂÒÎË {xs} Ó„‡ÌË˜ÂÌ‡, ÚÓ ÂÂ Î˛·‡fl ÔÂ-
‰ÂÎ¸Ì‡fl ÚÓ˜Í‡ ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ Z. 

ìÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl ÚÂÓÂÏ 1–4 ÌÂÚË‚Ë‡Î¸Ì˚ Ë ÌÂ
ÒÎÂ‰Û˛Ú ËÁ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÚÂÓËË ÙÂÈÂÓ‚ÒÍËı
ÔÓˆÂÒÒÓ‚, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ, ‚ÓÓ·˘Â „Ó‚Ófl, ÌË Ó‰ËÌ ËÁ

g z x–( ) δ≥ 0>

xs 1+ F xs λsΦ xs( )+( ),=

λs∑

xs 1+ Fs xs λsΦ xs( )+( ),=

λs∑
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îÂÈÂÓ‚ÒÍËÂ ÔÓˆÂÒÒ˚ Ò Ï‡Î˚ÏË ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËflÏË 603

(3), (4), (5), (6) ‰‡ÊÂ ÔÓÒÚÓ ÙÂÈÂÓ‚ÒÍËÏ ÔÓˆÂÒ-
ÒÓÏ ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl. ÑÎfl ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡-
ÎËÒ¸ Ó·˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË ËÚÂ‡ÚË‚Ì˚ı
ÔÓˆÂÒÒÓ‚ [3]. 

Ç ÔË‚Â‰ÂÌÌ˚ı ÚÂÓÂÏ‡ı ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎÓÒ¸ Ì‡
ÔÂ‚˚È ‚Á„Îfl‰ ‚ÂÒ¸Ï‡ Ó„‡ÌË˜ËÚÂÎ¸ÌÓÂ Ë ÚÛ‰ÌÓ
ÔÓ‚ÂflÂÏÓÂ „ÎÓ·‡Î¸ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓ-
ÒÚË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË {xs}. é‰Ì‡ÍÓ ‡Î„ÓËÚÏË-
˜ÂÒÍËÂ ÒıÂÏ˚ (ÚÂÓÂÏ˚ 1–4) ÎÂ„ÍÓ ÏÓ‰ËÙËˆËÓ-

‚‡Ú¸ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Í‡ÍÓ„Ó-ÎË·Ó ÂÚ‡ÍÚ‡ R: E → ,
‚ÓÁ‚‡˘‡˛˘Â„Ó ÔÓˆÂÒÒ {xs} ‚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ Ó„‡ÌË-

˜ÂÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó , Ú‡ÍÓÂ, ˜ÚÓ V + U ⊂ . ç‡-
ÔËÏÂ,

(7)

„‰Â U – ÓÍÂÒÚÌÓÒÚ¸ ÌÛÎfl, ‡ ys ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl ‚  ÔÓ-
ËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ. 

åÂÚÓ‰ ÔÓÂÍˆËÈ „‡‰ËÂÌÚ‡
Ò ‰ÂÍÓÏÔÓÁËˆËÂÈ ÒËÒÚÂÏ˚ 

Ó„‡ÌË˜ÂÌËÈ 

è‡ÍÚË˜ÂÒÍ‡fl ÔÓÎ¸Á‡ ÓÚ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ÂÁÛÎ¸-
Ú‡ÚÓ‚ Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl, Ò Ó‰ÌÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ‚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ-
ÒÚË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ¯ËÓÍËÈ ÒÔÂÍÚ ÙÂÈÂÓ‚ÒÍËı
ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl ÔÓ·ÎÂÏ˚ ‰ÓÔÛÒÚËÏÓ-
ÒÚË, Ú.Â. ‚ „‡‡ÌÚËË ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚Â ÚÓ˜ÍË
ÔÓÒÚÓÂÌÌÓÈ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚË {xs} ÔËÌ‡‰ÎÂ-
Ê‡Ú ‰ÓÔÛÒÚËÏÓÏÛ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û V ‰‡ÊÂ ÔË Ì‡ÎË˜ËË
‚ÓÁÏÛ˘‡˛˘Â„Ó ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚Ëfl zs, s = 0, 1, 2, … ë ‰Û-
„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚È ‚ ‡·ÓÚÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÔÓÁ-
‚ÓÎflÂÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ Ë ‡ÁÎË˜Ì˚Â ÒÔÓÒÓ·˚ ÛÎÛ˜-
¯ÂÌËfl ‰ÓÔÛÒÚËÏÓÈ ÚÓ˜ÍË, ÔË·ÎËÊ‡˛˘ËÂ ÂÂ Í
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û Z ‚˚‰ÂÎÂÌÌ˚ı ‚ V ÚÓ˜ÂÍ. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â
Ú‡ÍÓ‚˚ı ÏÓÊÌÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸, Ì‡ÔËÏÂ, ÚÓ˜ÍË,
fl‚Îfl˛˘ËÂÒfl Â¯ÂÌËÂÏ ˝ÍÒÚÂÏ‡Î¸ÌÓÈ ËÎË ËÌÓÈ
Á‡‰‡˜Ë Ì‡ ‰ÓÔÛÒÚËÏÓÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â V, Ë Á‰ÂÒ¸ Ú‡ÍÊÂ
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÏÌÓ„Ó ÒÔÓÒÓ·Ó‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl, ÒÍ‡ÊÂÏ,
ÂÎ‡ÍÒ‡ˆËÓÌÌ˚ı Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÈ, ÔË·ÎËÊ‡˛˘Ëı
ÚÂÍÛ˘Û˛ ‰ÓÔÛÒÚËÏÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ Í ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û Â¯Â-
ÌËÈ. ëÛÚ¸ ÚÂÓÂÏ 3, 4 Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚ ÚÓÏ, ˜ÚÓ ÔË
ÒÓ·Î˛‰ÂÌËË Ëı ÛÒÎÓ‚ËÈ ÏÓÊÌÓ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ò‚Ó-
·Ó‰ÌÓ ÍÓÏ·ËÌËÓ‚‡Ú¸ ÒıÂÏ˚ ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ‰ÓÔÛÒÚË-
Ï˚ı ÚÓ˜ÂÍ Ë ‡Î„ÓËÚÏ˚ ‰ÓÒÚËÊÂÌËfl ‚˚‰ÂÎÂÌÌÓ„Ó
ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡. 

Ç Ò‚flÁË Ò ̋ ÚËÏ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ó·˙ÂÍÚ‡ ÔËÎÓÊÂÌËÈ
‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚˚ÔÛÍÎÛ˛ Á‡‰‡˜Û Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÔÓ„‡ÏÏËÓ‚‡ÌËfl

(8)

Ò ‚˚ÔÛÍÎÓÈ ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ˆÂÎÂ‚ÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ f Ë ‚˚-
ÔÛÍÎ˚Ï ‰ÓÔÛÒÚËÏ˚Ï ÏÌÓÊÂÒÚ‚ÓÏ V. é‰ÌËÏ ËÁ Ó·-
˘Ëı ÒÔÓÒÓ·Ó‚ Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë (8) fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÓÏ·Ë-

Ṽ

Ṽ Ṽ

xs 1+ F̃ xs zs+( )  ==

=  
F xs zs+( ), xs W̃ Ṽ U ,+⊃∈

R xs( ) ys Ṽ  ‚ ÔÓÚË‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â,∈=⎩
⎨
⎧

Ṽ

f � f x( )
x V∈
min f x�( ), x� Z V ,⊂∈= =

Ì‡ˆËfl „‡‰ËÂÌÚÌ˚ı ¯‡„Ó‚ Ë ÔÓÂÍˆËË Ì‡ ÏÌÓÊÂ-
ÒÚ‚Ó V

(9)

„‰Â Π – ÔÓÂÍˆËfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó V, ÌÓ ÔÓÒÎÂ‰Ìflfl
ÓÔÂ‡ˆËfl ‰Îfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ó·˘Â„Ó ‚Ë‰‡ ‚ÂÒ¸Ï‡ ÚÛ-
‰ÓÂÏÍ‡ Ë Ù‡ÍÚË˜ÂÒÍË Â‰ÍÓ ÔËÏÂÌflÂÚÒfl Á‡ ËÒ-
ÍÎ˛˜ÂÌËÂÏ ÔÓÒÚÂÈ¯Ëı V. é‰Ì‡ÍÓ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË
‚ÒÂ„‰‡ ‰ÓÔÛÒÚËÏÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó V ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ Í‡Í
ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ ‚˚ÔÛÍÎ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚ Vi, i =

= 1, 2, …, N: V = . ÑÎfl Â¯ÂÌËfl ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂ-

Â Á‡‰‡˜Ë ‰ÓÔÛÒÚËÏÓÒÚË ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó
ÙÂÈÂÓ‚ÒÍËı ‡Î„ÓËÚÏÓ‚, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘Ëı ÎË¯¸ ÓÚ-
‰ÂÎ¸Ì˚Â ÓÔÂ‡ˆËË ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ̋ ÎÂÏÂÌÚ˚ Vi

‚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËË V = . Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ V ̋ ÎÂÏÂÌ-

Ú˚ Vi ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÔÓÒÚ˚ÏË ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡-
ÏË, Ì‡ÔËÏÂ ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË, ÎËÌÂÈÌ˚ÏË
ÏÌÓ„ÓÓ·‡ÁËflÏË, ·ÛÒ‡ÏË, ÒÙÂ‡ÏË Ë Ô., ÓÔÂ‡ˆËË
ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ ÍÓÚÓ˚Â ÎÂ„ÍÓ Â‡ÎËÁÛÂÏ˚ Ò
‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl. 

ÑÎfl ÔËÏÂÌÂÌËfl ÚÂÓÂÏ˚ 2 Í ÓÔÂ‡ÚÓ‡Ï ÔÓ-
ÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸ Ëı ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ
ÒËÎ¸ÌÛ˛ ÙÂÈÂÓ‚ÓÒÚ¸.

í Â Ó  Â Ï ‡  5. èÛÒÚ¸ V – Á‡ÏÍÌÛÚÓÂ Ó„‡ÌË-
˜ÂÌÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏÓÂ ‚ ‚Ë‰Â ÔÂÂÒÂ-
˜ÂÌËfl ÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ËÎË ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ„Ó ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ ‚˚-
ÔÛÍÎ˚ı ÏÌÓÊÂÒÚ‚: V = , Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ

Πτ(x) ÔÓÂÍˆË˛ ÚÓ˜ÍË x Ì‡ Vτ. 

íÓ„‰‡ ÂÒÎË x ∉ Vτ' ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó τ' ∈ T, ÚÓ
ÓÔÂ‡ÚÓ F = Πτ' fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÒËÎ¸ÌÓ ÙÂÈ-
ÂÓ‚ÒÍËÏ ‚ ÚÓ˜ÍÂ x. 

Ç ÒËÎÛ ÚÂÓÂÏ˚ 2 ÓÚÒ˛‰‡ ÌÂÏÂ‰ÎÂÌÌÓ ÔÓÎÛ˜‡-
ÂÏ, ˜ÚÓ ÔË ÍÓÌÂ˜ÌÓÏ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Â T = {1, 2, …, N}
ÓÔÂ‡ÚÓ Fs, ÔÓÒÚÓÂÌÌ˚È ÔÓ ÔËÌˆËÔÛ ‚˚·Ó‡ ‚
ÚÓ˜ÍÂ xs ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Fs =  Ò xs ∉  „‡‡ÌÚËÛÂÚ,

ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ÏÂÚÓ‰‡ ÔÓÒÚÓ„Ó ËÚÂËÓ‚‡ÌËfl xs + 1 =
= Fs(xs + zs) Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë ‰ÓÔÛÒÚËÏÓÒÚË ÔË ‚ÂÒ¸-
Ï‡ ÒÎ‡·˚ı ÛÒÎÓ‚Ëflı Ì‡ ‚ÓÁÏÛ˘‡˛˘ÂÂ ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ
zs. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÒÔÓÒÓ· ‚˚·Ó‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡  ÌÂ
ËÏÂÂÚ ÌËÍ‡ÍÓ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl, ÔÓ˝ÚÓÏÛ Ò ÔÓÁËˆËÈ ÚÂÓ-
ËË ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ‚ÒÂ ÔÓÒÚÓ˜Ì˚Â ËÎË
ÒËÌ„ÛÎflÌ˚Â (row-action [4]) ÏÂÚÓ‰˚ – ̂ ËÍÎË˜ÂÒÍÓÈ
ÔÓÂÍˆËË, ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl Ì‡ Ò‡ÏÓÂ Û‰‡ÎÂÌÌÓÂ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó, ÔÂÂÏÂÊ‡˛˘ËÂÒfl (intermittent), Ï‡ÍÒË-
Ï‡Î¸ÌÓÈ ÌÂ‚flÁÍË Ë Ô., ÔÓÍ˚‚‡˛ÚÒfl Ó‰ÌËÏ
ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂÏ ÚÂÓÂÏ˚ 2.

é‰Ì‡ÍÓ ÚÂÓÂÏ‡ 4 ‰‡ÂÚ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ‰Ó·ËÚ¸Òfl
Ë ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˝ÙÙÂÍÚ‡ Á‡ Ò˜ÂÚ ‡ÚÚ‡ÍÚ‡ÌÚ‡
Φ(xs) = –∂f (xs) – ÒÛ·‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÓÚÓ·‡-
ÊÂÌËfl ˆÂÎÂ‚ÓÈ ÙÛÌÍˆËË Á‡‰‡˜Ë (8). Ç ÒËÎÛ ÌÂ‡‚ÂÌ-
ÒÚ‚‡ 0 ≤ f (x) – f� ≤ g(x – z) ‰Îfl g ∈ ∂f (x), x ∈ V ∩ Z ÓÚÓ·-

xs 1+ Π xs λsg
s–( ), gs ∂f xs( ),∈=

Vi
i 1=

N

∩

Vi
i 1=

N

∩

V τ
τ T∈
∩

Πis
Vis

Vis



604

ÑéäãÄÑõ ÄäÄÑÖåàà çÄìä      ÚÓÏ 422      ‹ 5    2008

çÛÏËÌÒÍËÈ

‡ÊÂÌËÂ Φ(·) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÛÌÂÔÂ˚‚Ì˚Ï Ò‚ÂıÛ
Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚Ï ÎÓÍ‡ÎËÁÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÒËÎ¸Ì˚Ï ‡ÚÚ‡Í-
Ú‡ÌÚÓÏ ‰Îfl Z. 

èÓÎ‡„‡fl zs = λsgs, gs ∈ Φ(xs) = –∂f(xs), ÔÓÎÛ˜ËÏ, ‚
ÒËÎÛ ÚÂÓÂÏ˚ 4, ÒıÓ‰ËÏÓÒÚ¸ ‡ÁÎË˜Ì˚ı ‚‡Ë‡Ì-
ÚÓ‚ ÏÂÚÓ‰‡ ÔÂÂÏÂÊ‡˛˘ËıÒfl ÔÓÂÍˆËÈ „‡‰ËÂÌÚ‡
Ì‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ‰ÂÍÓÏÔÓÁËˆËË ‰ÓÔÛÒÚËÏÓ„Ó ÏÌÓÊÂ-
ÒÚ‚‡ V:

(10)

„‰Â Πs – ÓÔÂ‡ÚÓ ÔÓÂÍˆËË Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó , Ú‡-

ÍÓÂ, ˜ÚÓ xs ∉ , λs → +0,  = ∞. í‡ÍÓÈ ÔÓ‰ıÓ‰

ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓËÁ‚ÂÒÚË ‰ÂÍÓÏÔÓÁËˆË˛ (10) ÏÂÚÓ‰‡
ÔÓÂÍˆËÈ „‡‰ËÂÌÚ‡ (9), Á‡ÏÂÌË‚ ÒÎÓÊÌÓ Â‡ÎËÁÛ-
ÂÏÛ˛ ÔÓÂÍˆË˛ Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó V ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌË-
ÂÏ Ì‡ ˝ÎÂÏÂÌÚ˚ Vi. 

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÚÂÓÂÏÛ 5, ÏÓÊÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸ Ë ÎÓ-
Í‡Î¸ÌÓ ÒËÎ¸ÌÛ˛ ÙÂÈÂÓ‚ÓÒÚ¸ ÓÔÂ‡ÚÓ‡

(11)

„‰Â Πi – ÔÓÂÍˆËfl Ì‡ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Vi, w = (w1, w2, …
…, wN) ∈ ∆N.

í Â Ó  Â Ï ‡  6. èÛÒÚ¸ ‰Îfl ÓÔÂ‡ÚÓ‡ F, Á‡‰‡Ì-

ÌÓ„Ó ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ (11), ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ  ≥

≥ γ > 0. 
íÓ„‰‡ F(x) ‚ ÚÓ˜ÍÂ x fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ ÒËÎ¸-

ÌÓ ÙÂÈÂÓ‚ÒÍËÏ. 

èÓÎÛ˜ÂÌÌ˚È ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ Ó·ÓÒÌÓ‚‡Ú¸
Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓÈ ‚ÂÒËË ‰ÂÍÓÏÔÓ-
ÁËˆËÓÌÌÓ„Ó ÏÂÚÓ‰‡ ÔÓÂÍˆËÈ „‡‰ËÂÌÚ‡ Ò ÙÂÈÂ-
Ó‚ÒÍËÏ ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ ‚Ë‰‡ (11)

„‰Â ÓÔÂ‡ˆËË ÔÓÂÍÚËÓ‚‡ÌËfl ÏÓ„ÛÚ ‚˚ÔÓÎÌflÚ¸Òfl

Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓ. ìÒÎÓ‚Ëfl ÚÂÓÂÏ˚ 6 Ì‡ ‚ÂÒ‡  ‚˚-
ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl, Ì‡ÔËÏÂ, ‚ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÓÌË ‚ÒÂ

‡‚ÌÓÏÂÌÓ ÓÚ‰ÂÎÂÌ˚ ÓÚ ÌÛÎfl  ≥ � > 0. ÑÎfl ¯‡-
„Ó‚˚ı ÏÌÓÊËÚÂÎÂÈ λs ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl Ú‡-
‰ËˆËÓÌÌ˚ı ‰Îfl ÌÂ„Î‡‰ÍËı „‡‰ËÂÌÚÌ˚ı ÒıÂÏ ÛÒÎÓ-

‚ËÈ λs → +0,  = ∞, ıÓÚfl ˝ÚÓ, Í‡Í ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ

‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì‡fl Ô‡ÍÚËÍ‡, ÔË‚Ó‰ËÚ Í ‰Ó‚ÓÎ¸ÌÓ
ÏÂ‰ÎÂÌÌÓÈ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË Ë ÔÓ‰Ó·Ì˚Â ÏÂÚÓ‰˚ ÌÛÊ‰‡-
˛ÚÒfl ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ÛÒÓ‚Â¯ÂÌÒÚ‚Ó‚‡ÌËË. 

ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ‚ ‡ÏÍ‡ı ÔÓÂÍÚ‡ ÑÇé
êÄç 06–III–A–01–459.
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