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Аннотация

Эта заметка описывает классический вариант замечательного метода сопряженных гради-
етнов для решения задачи безусловной квадратичной оптимизации. Метод не требует задания
в явной форме матрицы квадратичной формы, составляющей основной объем данных задачи,
в качестве промежуточных данных генерирует лишь три линейных объекта (векторы) и обес-
печивает в точной арифметике нахождение оптимума за число итераций, не превосходящих
размерность пространства переменных.

Понятия и обозначения

𝑎, 𝑏, . . . , 𝑧 � âåêòîðû íåêîòîðîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝐸

𝐴,𝐵, . . . , 𝑍 � ìàòðèöû

𝑎𝑏 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 𝑎 è 𝑏

|𝑎| = √
𝑎𝑎 � íîðìà âåêòîðà 𝑎

Ñëîæåíèå, óìíîæåíèå ìàòðèö è âåêòîðîâ íà äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ïîíèìàåòñÿ îáû÷íûì îáðà-
çîì. Óìíîæåíèå ìàòðèö íà âåêòîðû îïðåäåëÿåòñÿ òàê, êàê ýòî ïðèíÿòî â ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé
àëãåáðå. Íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îïåðàöèè áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ïî õîäó äåëà.

1 Постановка задачи

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè 𝑥⋆ òàêîãî, ÷òî

min
𝑥 ∈ 𝐸

(︂
1

2
𝑥𝐴𝑥+ 𝑏𝑥

)︂
=

1

2
𝑥⋆𝐴𝑥⋆ + 𝑏𝑥⋆ (1)

äëÿ çàäàííûõ êâàäðàòíîé ìàòðèöû 𝐴 è âåêòîðà 𝑏.
Ñðàçó îòâåòèì íà íåêîòîðûå î÷åâèäíûå âîïðîñû, îòâåòû íà êîòîðûå íåî÷åâèäíû.

� Ìàòðèöó 𝐴 ìîæíî ñ÷èòàòü ñèììåòðè÷íîé.

� Åñëè 1

2
𝑥𝐴𝑥+ 𝑏𝑥 ≥ 𝐶 äëÿ íåêîòîðîãî 𝐶, òî òàêîå 𝑥⋆ ñóùåñòâóåò.

� Åñëè ìàòðèöà 𝐴 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî 𝑥⋆ åäèíñòâåííî.

Åñëè ìàòðèöà 𝐴 îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà íà íåêîòîðîì ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå 𝐿, òî 𝑞(𝑥) =
1

2
𝑥𝐴𝑥+ 𝑏𝑥 íåîãðàíè÷åíà ñíèçó è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è (1) íå ñóùåñòâóåò.
Åñëè ìàòðèöà 𝐴 íå ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé íè íà êàêîì ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàí-

ñòâå, òî ðåøåíèå çàäà÷è (1) ìîæåò êàê ñóùåñòâîâàòü, òàê è íåò.
Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ñèòóàöèé íåîïðåäåëåííîñòè ñ ñóùåñòâîâàíèåì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) â äàëü-

íåéøåì ìàòðèöà 𝐴 áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.
Â äàííîé êðàòêîé çàìåòêå ïðåäñòàâëåí êëàññè÷åñêèé âàðèàíò çàìå÷àòåëüíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ

çàäà÷è (1), êîòîðûé íå òðåáóåò çàäàíèÿ â ÿâíîé ôîðìå ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ñîñòàâëÿþ-
ùåé îñíîâíîé îáúåì äàííûõ è â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íûõ äàííûõ èñïîëüçóåò ëèøü òðè ëèíåéíûõ
îáúåêòà (âåêòîðû) � òåêóùåå ïðèáëèæåíèå ê îïòèìóìó, âû÷èñëÿåìûé ãðàäèåíò öåëåâîé ôóíê-
öèè è äîïîëíèòåëüíûé âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé íàïðàâëåíèå ïîèñêà. Ýòîò ìåòîä áûë ïðåäëîæåí â
çíàìåíàòåëüíîé ðàáîòå Magnus R. Hestenes è Eduard Stiefel [1] è ïîïðåæíåìó îñòàåòñÿ îäíèì èç
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êëþ÷åâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ èíñòðóìåíòîì â ïðàêòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè (ñì. íàïðèìåð, [2]). Ê ñî-
æàëåíèþ, â îòå÷åñòâåííîé ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå ýòîìó ìåòîäó óäåëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íîå âíèìàíèå
1, íåñìîòðÿ íà åãî ïðàêòè÷åñêóþ ýôôåêòèâíîñòü è ìíîæåñòâî âåñüìà ïîëåçíûõ òåîðåòè÷åñêèõ
èäåé çàëîæåííûõ â åãî îáîñíîâàíèå. Äàííàÿ çàìåòêà ìîòèâèðîâàíà ñòðåìëåíèåì çàïîëíèòü ýòîò
ïðîáåë.

2 Сопряженные системы векторов

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå èìååò ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

Определение 1 Векторы {𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑘} называются сопряженными (относительно матрицы
𝐴), если

𝑔𝑖𝐴𝑔𝑗 =

{︂
0 если 𝑖 ̸= 𝑗
> 0 если 𝑖 = 𝑗

(2)

Â ñèëó ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âåêòîðû {𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑘} áóäóò ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè è, ñëåäîâàòåëüíî,
𝑘 ≤ 𝑛, ãäå 𝑛 � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà 𝐸.

Èìåÿ â íàëè÷èè ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘}, ìîæíî
ïîñòðîèòü ñèñòåìó ñîïðÿæåííûõ âåêòîðîâ {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘} ïðè ïîìîùè àíàëîãà ïðîöåäóðû îðòî-
ãîíàëèçàöèè Ãðàììà-Øìèäòà, ïðåäñòàâëåííîé Àëãîðèòìîì 1.

Data: Ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘}.
Result: Ñèñòåìà ñîïðÿæåííûõ âåêòîðîâ {𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑘}.
Èíèöèàëèçàöèÿ: 𝑔1 = 𝑎1, 𝑖 = 1;
while i < k do

Âû÷èñëèòü

𝑔𝑖+1 =

𝑖∑︁
𝑠=1

𝛾𝑠𝑔
𝑠 + 𝑎𝑖+1 (3)

ãäå
𝛾𝑠 = −𝑔𝑠𝐴𝑎𝑖+1/𝑔𝑠𝐴𝑔𝑠 (4)

end

Algorithm 1: Ïîñòðîåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû

Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ýòîì êàæäûé ïîñëåäóþùèé âåêòîð 𝑔𝑖+1 áóäåò ñî-
ïðÿæåí âñåì ïðåäûäóùèì 𝑔𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑖:

𝑔𝑠𝐴𝑔𝑖+1 =

𝑖∑︁
𝜏=1

𝛾𝜏𝑔
𝑠𝐴𝑔𝜏 + 𝑔𝑠𝐴𝑎𝑖+1 = 𝛾𝑠𝑔

𝑠𝐴𝑔𝑠 + 𝑔𝑠𝐴𝑎𝑖+1 = 0

äëÿ 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑖.
Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå èñõîäíîé ñèñòåìû ïðîèçâîëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

𝐸 ìîæíî ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû Ãðàììà-Øìèäòà ïîñòðîèòü äðóãîé áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ëèíåéíî-
íåçàâèñèìûõ ñîïðÿæåííûõ âåêòîðîâ 𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑛. Òîãäà ëþáóþ òî÷êó 𝑥 ïðîñòðàíñòâà 𝐸 ìîæíî
áóäåò ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ âåêòîðîâ:

𝑥 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖𝑔
𝑖 (5)

è ýòî êîëîññàëüíûì îáðàçîì óïðîùàåò çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè.

3 Метод сопряженных градиентов

Èñêëþ÷èòåëüíîå çíà÷åíèå ñèñòåì ñîïðÿæåííûõ âåêòîðîâ äëÿ ðåùåíèÿ çàäà÷è (1) èìååò òî, ÷òî
ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåäñòàâëåíèÿ (5) çàäà÷à êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè ïðåâðàùàåòñÿ â ñóììó

1Это можно подтвердить приблизительно 17.5 миллионами ссылок в Интернет по ключу ”conjugate gradient

method” и всего лишь 33.4 тысячами ссылок в русскоязычном Интернете при поиске по ”метод сопряженных гра-

диентов”. Русскоязычные ссылки в https://ru.wikipedia.org/wiki/ "Метод сопряженных градиентов” безнадежно

устарели, а сама статья содержит массу ошибок.
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ïðîñòåéøèõ îäíîìåðíûõ êâàäðàòè÷íûõ ìèíèìèçàöèé:

min
𝑥 ∈ 𝐸

(︀
1

2
𝑥𝐴𝑥+ 𝑏𝑥

)︀
= min

𝜉 ∈ 𝐸

{︁
1

2
(
∑︀𝑛

𝑖=1 𝜉𝑖𝑔
𝑖)𝐴(

∑︀𝑛
𝑗=1 𝜉𝑗𝑔

𝑗) +
∑︀𝑛

𝑘=1 𝜉𝑖𝑏𝑔
𝑘
}︁
=

∑︀𝑛
𝑖=1 min

𝜉𝑖

(︀
1

2
𝛼𝑖𝜉

2
𝑖 + 𝛽𝑖𝜉𝑖

)︀
=
∑︀𝑛

𝑖=1

(︀
1

2
𝛼𝑖 �𝜉

2
𝑖 + 𝛽𝑖 �𝜉𝑖

)︀ (6)

ãäå 𝛼𝑖 = 𝑔𝑖𝐴𝑔𝑖 > 0, 𝛽𝑖 = 𝑏𝑔𝑖. Ýòà ñèñòåìà çàäà÷ ìîæåò áûòü ðåøåíà â ëþáîì ïîðÿäêå, ïàðàë-
ëåëüíî èëè íåò è ïî ñóòè äåëà ñ ìèíèìàëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè: ëþáîé (íó, ïî÷òè
ëþáîé) ñòàðøåêëàñíèê ñêàæåò âàì, ÷òî �𝜉𝑖 = −𝛽𝑖/𝛼𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. Îäíàêî ñèòóàöèÿ òóò ñîâñåì
íåòðèâèàëüíà: äëÿ åå ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî çíàòü 𝛼𝑖, 𝛽𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, ÷òî òðåáóåò îïðåäåëåíèÿ
ñèñòåìû ñîïðÿæåííûõ âåêòîðîâ 𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑛.

Ó÷èòûâàÿ ðåñóðñû ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåïîñðåäñòâåí-
íî ïðîöåäóðó Ãðàììà-Øìèäòà, îïèñàííóþ âûøå, çàäàâ ïðîèçâîëüíûé íà÷àëüíûé áàçèñ {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛}.
Òàêîé ìåòîä äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò è íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé.

Â êà÷åñòâå òàêîãî èñõîäíîãî áàçèñà ïîäîøåë áû, íàïðèìåð, êàíîíè÷åñêèé áàçèñ èç êîîðäèíàò-
íûõ îðòîâ {𝑒1, 𝑒2, . . . , 𝑒𝑛}, êîòîðûé ñàì ïî ñåáå èìååò ìèíèìàëüíûå çàòðàòû ïî ïàìÿòè, îäíàêî
ïðîöåäóðà (3) - (4) òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîïðÿæåííûõ âåêòîðîâ, âû-
÷èñëåííûõ ê ýòîìó ìîìåíòó. Êðîìå ýòîãî â ôîðìóëå (4) ÿâíûì îáðàçîì èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû 𝐴, ÷òî ïðèâîäèò ê çàòðàòàì ïàìÿòè äëÿ çàäà÷è ñ 𝑛 ïåðåìåííûìè ê âåëè-
÷èíå ïîðÿäêà 3

2
𝑛2, ÷òî ñòàíîâèòüñÿ ïðîáëåìîé óæå äëÿ çàäà÷ ñ äîñòàòî÷íî ñêðîìíûì 𝑛 ïîðÿäêà

105.
Èìåííî òóò íà ñöåíó ïîÿâëÿþòñÿ ãðàäèåíòû è àâòîðû ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ Hesten

è Stiefel [1] íàøëè âåëèêîëåïíûé âûõîä èç ýòîãî ïîëîæåíèÿ, çàìåòèâ, ÷òî äëÿ êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèè 𝑞(𝑥) = 1

2
𝑥𝐴𝑥+ 𝑏𝑥

𝑞′(�𝑥+ 𝑧)− 𝑞′(�𝑥) = 𝐴(�𝑥+ 𝑧) + 𝑏−𝐴�𝑥− 𝑏 = 𝐴𝑧 (7)

äëÿ ëþáûõ �𝑥 è 𝑧.
Òîãäà îñíîâíàÿ ïðîáëåìíàÿ ôîðìóëà (4) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà íàïðèìåð, êàê

𝑟𝑠 = 𝑞′(𝑥𝑠 − 𝜆𝑠𝑔
𝑠)− 𝑞′(𝑥𝑠), 𝛾𝑠 = −𝑟𝑠𝑎𝑖+1/𝑟𝑠𝑔𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑖; (8)

ãäå 𝑥𝑠, 𝑎𝑖+1 è 𝜆 ìîãóò áûòü âûáðàíû ïðîèçâîëüíî. Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ èòåðàòèâíûé õàðàêòåð ìå-
òîäà, ìîæíî èçáàâèòñÿ îò çàòðàò ïàìÿòè íà âåêòîðà 𝑥𝑠 − 𝜆𝑠𝑔

𝑠 è ïîëîæèòü

𝑥𝑠+1 = 𝑥𝑠 − 𝜆𝑠𝑔
𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑖 (9)

åñëè 𝑞′(𝑥𝑠 − 𝜆𝑠𝑔
𝑠) ̸= 0, ÷òî òðåáóåòñÿ ïî óñëîâèÿì ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè. Çàìåòèì, ÷òî åñëè

ýòî íå òàê, òî âåêòîð 𝑥𝑠+1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1) è íàì íå î ÷åì áîëüøå áåñïîêîèòñÿ. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå (8) óïðîùàåòñÿ äî

𝑟𝑠 = 𝑞′(𝑥𝑠+1)− 𝑞′(𝑥𝑠), 𝛾𝑠 = −𝑟𝑠𝑎𝑖+1/𝑟𝑠𝑔𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑖 (10)

è y íàñ îñòàåòñÿ åùå âîçìîæíîñòü äîïîëíèòåëüíîãî âûáîðà 𝜆𝑠, íåÿâíî âõîäÿùåãî â îïðåäåëåíèå
𝑥𝑠+1 è âåêòîðà 𝑎𝑖+1, óñëîâèåì íà êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü îò âñåõ ïðåäûäóùèõ
𝑎𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑖. Êîíå÷íî, ïðè ýòîì õîðîøî áû âûáðàòü ýòè âåëè÷èíû òàê, ÷òîáû êàê ìîæíî
áîëüøåå ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ 𝛾𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑖 îáðàòèëèñü â íóëü.

Îáå ýòè çàäà÷è ðåøàåò âûáîð øàãîâîãî ìíîæèòåëÿ 𝜆𝑠 èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ïî íàïðàâëåíèþ
−𝑔𝑠:

𝑞(𝑥𝑠+1) = 𝑞(𝑥𝑠 − 𝜆𝑠𝑔
𝑠) = min

𝜆
𝑞(𝑥𝑠 − 𝜆𝑔𝑠) (11)

êîòîðûé åäèíñòâåííûì îáðàçîì åãî îïðåäåëÿåò. Ïðè ýòîì èç óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷å
(11) 𝑞′(𝑥𝑠+1)𝑔𝑠 = 0 è ñîîòíîøåíèå (10) óïðîùàåòñÿ äî

𝛾𝑠 = 𝑟𝑠𝑎𝑖+1/𝑞′(𝑥𝑠)𝑔𝑠, 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑖 (12)

Êëàññè÷åñêèì âûáîðîì äëÿ âåêòîðà 𝑎𝑖+1 ÿâëÿåòñÿ 𝑞′(𝑥𝑖+1) äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
îðòîãîíàëüíîñòè âñåì ïðåäûäóùèì 𝑞′(𝑥𝑠), 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑖.

Òîãäà 𝛾𝑠 = 0 äëÿ 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑖− 1 è ñîîòíîøåíèå (12) óïðîùàåòñÿ äî

𝑔𝑖+1 = 𝑞′(𝑥𝑖+1) + 𝛾𝑖𝑔
𝑖, 𝛾𝑖 = ‖𝑞′(𝑥𝑖+1)‖2/‖𝑞′(𝑥𝑖)‖2.
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Óáèðàÿ âñå ýòè ïðîìåæóòî÷íûå îáúÿñíåíèÿ, ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå àëãîðèòìè÷åñêîé ñõåìû Àëãîðèòì 2, õîòÿ ïðè ýòîì âñå åãî çàìå÷àòåëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå
îáîñíîâàíèÿ îñòàþòñÿ çà ñêîáêàìè.

Data: 𝑛-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïåðåìåííûõ 𝐸, êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ 𝑞 : 𝐸 → R ñ
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, åå ãðàäèåíòíûé
îðàêóë 𝑞′(𝑥) è íà÷àëüíàÿ òî÷êà 𝑥0.

Result: Òî÷êà 𝑥⋆ ïðåäîñòàâëÿþùàÿ åäèíñòâåííûé ìèíèìóì ôóíêöèè 𝑞(𝑥):

𝑞(𝑥⋆) = min
𝑥∈𝐸

𝑞(𝑥).

Èíèöèàëèçàöèÿ: 𝑔0 = 𝑞′(𝑥0), ñ÷åò÷èê èòåðàöèé 𝑖 = 0;
while i < n do

Ðåøèòü çàäà÷ó îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè

𝑞(𝑥𝑖+1) = 𝑞(𝑥𝑖 − 𝜆𝑖𝑔
𝑖) = min

𝜆
𝑞(𝑥𝑖 − 𝜆𝑔𝑖) (13)

Âû÷èñëèòü ñëåäóþùèé ñîïðÿæåííûé âåêòîð:

𝑔𝑖+1 = 𝑞′(𝑥𝑖+1) + 𝛾𝑔𝑖, (14)

ãäå 𝛾 = ‖𝑞′(𝑥𝑖+1)‖2/‖𝑞′(𝑥𝑖)‖2.;
Óâåëè÷èòü ñ÷åò÷èê èòåðàöèé: 𝑖→ 𝑖+ 1 è ïð.;

end

Algorithm 2: Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ
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Вопросы для самостоятельного поиска ответов

1. ×òî òàêîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ?

2. Êàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåííîé ?

3. Ïî÷åìó êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ 1

2
𝑥𝐴𝑥 + 𝑏𝑥 c ìàòðèöåé 𝐴, îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé íà

íåêîòîðîì ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå, íåîãðàíè÷åíà ñíèçó ?

4. ×òî òàêîå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ?

5. Ïðîâåðèòü ñîâïàäåíèå äëÿ âñåõ 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘 ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ 𝐿𝐴𝑖 è 𝐿𝐺𝑖 , ïîðîæ-
äåííûõ ñèñòåìàìè âåêòîðîâ {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑖} è {𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑖} ñîãëàñíî ïðîöåäóðå Ãðàììà-
Øìèäòà.
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