
Ý��åêòèâíàÿ ýêîíîìèêàÍ.Å. ÈçâåñòíûéÇóðáàãàí, Ìàðòîáðÿ 41Áåç ãîäàÂ ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðè çàìêòóðûé ýêîíîìè÷åñêèé óíèâåðñóì, îïåðèðóþùèé êî-íå÷íûè íàáîðîì áåçãðàíè÷íî äåëèìûõ ïðîäóêòîâ. Îáîçíà÷àÿ êîëè÷åñòâî i-ãî ïðîäóêòà ÷å-ðåç xi, ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü õàðàêòèðèçîâàòü ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ íàáîðû ïðîäóêòîâ÷åðåç âåêòîðà êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà x ∈ E.Ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêîíîìèñòà, çàèíòåðåñîâàííîãî ëèøü â íà÷àëüíûõ çàòðàòàõ è êîíå÷íîìðåçóëüòàòå ïðîèçâîäñòâà òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ � ýòî íå÷òî âðîäå �÷åðíîãî ÿùèêà� (x, y),ãäå x � ðåñóðñû èëè ïðîäóêòû, ïîòðåáëÿåìûå â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà, à y � âûïóñêàåìàÿïðîäóêöèÿ. Òàêóþ ïàðó ìîæíî íàçâàòü òåõíîëîãè÷åñêèì ïðîöåññîì è â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ
(x, y) ∈ E × E.Ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ â äàííîå âðåìÿ è â äàííîì ìåñòå òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâáóäåì îáîçíà÷àòü T ⊂ E × E è íàçûâàòü òåõíîëîãè÷åñêèì ìíîæåñòâîì.Äëÿ ïîÿñíåíèå ïðèâåäåì ïðèìåð òåõíîëîãè÷åñêîãî ìíîæåñòâà ìîäåëè Ëåîíòüåâà. Åñëèîáîçíà÷èòü ðåçóëüòàò ( âàëîâîé âûïóñê ) ìîäåëè Ëåîíòüåâà ÷åðåç y, òî, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿîáåñïå÷åíèÿ òàêîãî âûïóñêà ïîòðåáóåòñÿ Ay èñõîäíûõ ïðîäóêòîâ, ãäå A � ìàòðèöà ïðÿìûõçàòðàò. Ñëåäîâàòåëüíî, òåõíîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî ìîäåëè Ëåîíòüåâà � ýòî ìíîæåñòâî ïàðâèäà (Ay, y), y ≥ 0, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëûé ìíîãîãðàííûé êîíóñ.Ñêîðåå âñåãî â äàííîì òåõíîëîãè÷åñêîì ïðîöåññ íàñ çàèíòåðåñóåò ÷èñòûé âûïóñê y−x ≥
0. Òà æå ìîäåëü Ëåîíòüåâà, â ñèëó åå ëèíåéíîñòè ìîæåò áûòü õàðàêòèðèçîâàíà â òåðìèêàõ÷èñòîãî âûïóñêà êàê

T ′ = {z : (I − A)z}.Ìîæíî âûäåëèòü ñóùåñòâåííûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêîíîìèñòà ÷åðòû òåõíîëîãè÷åñêèõ ìíî-æåñòâ.
• αT ⊂ T � ( ïðè 0 ≤ α ≤ 1 ? )
• T � âûïóêëî. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ îòñóòñòâèåì âíåøíåé íåýêîíîìè÷íîñòè. Âýòîì ñëó÷àå ý��åêòèâíûì îêàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå íåñêîëüêèõ òåõíî-ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ò.å., åñëè

(x1, y1) ∈ T, (x2, y2) ∈ Tè λ ∈ [0, 1] òî
(λx1 + (1 − λ)x2, λy1 + (1 − λ)y2) = (xλ, yλ) ∈ Tè, âîçìîæíî, ñóùåñòâóåò xλ, z) ∈ T  z ≥ yλ), ò.å. îò ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ 2ïðîöåññîâ ý��åêòèâíîñòü ïðîèçâîäñòâà ðàñòåò.

• Íå ñóùåñòâóåò �ðîãà èçîáèëèÿ�, �ñêàòåðòè-ñàìîáðàíêè� è ò.ï.: (0, y) ∈ T âëå÷åò y = 0.
• Íåîáðàòèìîñòü: åñëè (x, y) ∈ T , òî (y, x) ∈ T.1



• Ñâîáîäíîå ðàñõîäîâàíèå: åñëè (x, y) ∈ T , òî (x, y′) ∈ T äëÿ y′ ≤ y.Âàæíåéøèì ïðèíöèïîì âûáîðà ðåøåíèé â ýêîíîìèêå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîñòü, ò.å. ñòðåì-ëåíèå ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíûé ðåçóëüòàò.Îïðåäåëåíèå 1 Ïðîöåññ (x, y) áîëåå ý��åêòèâåí, ÷åì (u, v) åñëè x ≤ u, y ≥ v.Îòíîøåíèå ý��åêòèâíîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, ïîýòîìó äëÿ íåãîìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå àíàëîãè÷íîå ïîíÿòèþ ìàêñèìóìà.Îïðåäåëåíèå 2 Ïðîöåññ (x, y) íàçûâàåòñÿ ý��åêòèâíûì, åñëè â T íå ñóùåñòâóåò áîëååý��åêòèâíîãî ïðîöåññà (u, v).Ïîíÿòèå ý��åêòèâíîñòè ìîæíî ñîîòíåñòè ñ ïîíÿòèåì äîõîäíîñòè èëè ïðèáûëüíîñòè.Òåîðåìà 1 Ïóñòü T � òåõíîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåð-æäåíèÿ:1. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî p > 0 ïðîöåññ (x⋆, y⋆) ìàêñèìèçèðóåò ïðèáûëü p(y−x) äëÿ âñåõ
(x, y) ∈ T òî (x⋆, y⋆) � ý��åêòèâåí;2. Ïóñòü T � âûïóêëî. Òîãäà, åñëè (x⋆, y⋆) � ý��åêòèâíûé ïðîöåññ, òî ñóùåñòâóåò
p ≥ 0 òàêîå, ÷òî p(y⋆ − x⋆) = max(x,y)∈T p(y − x).Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàæåì 1). Åñëè ñóùåñòâóåò ïðîöåññ (x⋆⋆, y⋆⋆), áîëåå ý��åêòèâíûé, ÷åì

(x⋆, y⋆), òî (x⋆⋆,−y⋆⋆) ≤ (x⋆,−y⋆) è õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i ëèáî x⋆⋆
i < x⋆ ëèáî −y⋆⋆

i − < y⋆.Òîãäà äëÿ p > 0

p(y⋆⋆−x⋆⋆) = p(y⋆−x⋆)−p(y⋆⋆−x⋆⋆)−p(y⋆−x⋆) = p(y⋆−x⋆)−p(y⋆⋆−py⋆)−p(x⋆⋆−x⋆) > p(y⋆−x⋆)÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè (x⋆, y⋆).Òåïåðü 2). Ïóñòü Z = {(x⋆, y⋆) − T}. Î÷åâèäíî, ÷òî Z � âûïóêëî. Ïîñêîëüêó (x⋆, ystar)� ý��åêòèâíûé ïðîöåññ, òî (0, 0) /∈ int(Z) è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó îäíîé èç �îðì òåîðåìîòäåëèìîñòè ñóùåñòâóåò p òàêîå, ÷òî pz ≥ 0 äëÿ ëþáîãî z ∈ Z.Èç îãðàíè÷åíîñòè ñíèçó ïðàâîé ÷àñòè ñëåäóåò, ÷òî p ≥ 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âû÷èñëÿÿèí�èìóì ïðàâîé ÷àñòè ïî z ∈ Z ïîëó÷èì p(z⋆ − z) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî z ∈ T èëè pz⋆ ≥ pz ïðè
z ∈ T , ò.å. (x⋆, y⋆) ìàêñèìèçèðóåò pz íà T . .Â ïðèâåäåííîé òåîðåìå â ÷àñòè 2 íå ãàðàíòèðóåòñÿ p > 0. Îíî è íà ñàìîì äåëå ìîæåòíå âûïîëíÿòüñÿ, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.Ïðèìåð.

T = {(x1, x2) : x1 + x2
2 ≤ 0, x2 ≥ 0},ïðîöåññ (0, 0).Äëÿ òîãî, ÷òîáû öåíû áûëè ïîëîæèòåëüíûìè äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ïðîñòûõ äîïîë-íèòåëüíûõ óñëîâèé.Òåîðåìà 2 Åñëè T � âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ è (0, 0) � ý��åêòèâíûé ïðîöåññ, òîñóùåñòâóåò p > 0 òàêîå, ÷òî px ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ T .Äîêàçàòåëüñòâî.Çàìå÷àíèå Ý��åêòèâíîñòü (0, 0) îçíà÷àåò íåñóùåñòâîâàíèå �ðîãà èçîáèëèÿ�.2



0.1 Òåîåðìà î (íå)çàìåíèìîñòèÂ ìîäåëè Ëåîíòüåâà åñòü î÷åíü ñèëüíîå íà ïåðâûé âçãëÿä ïðåäïîëîæåíèå î ïîñòîÿíñòâåêîý��èöèåíòîâ çàòðàò aij . Â ìèðå, ãäå ñóùåñòâóåò ìàññà òåõíîëîãèé äëÿ ïðîèçâîäñòâàîäíèõ è òåõ æå òîâàðîâ, òàêîå ïðåäïîëîæåíèå âûçûâàåò áîëüøîå ñîìíåíèå.Íà ñàìîì äåëå ñóùåñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè ìîäåëè Ëåîíòüåâà:
• Â êàæäîì ïðîöåññå ïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî îäèí ïðîäóêò;
• Åñòü îäèí íåçàìåíèìûé ðåñóðñ, èñïîëüçóåìûé âî âñåõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ.Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâèòåëüíûå ïðîöåññû òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî ý�-�åêòèâíûõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ èõ ñìåñüþ.Äëÿ ïîñëåäóþùåãî íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

T+ = {(λ, y − x) : y − x ≥ 0, (λ, x, y) ∈ TÌíîæåñòâî T+ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîäóêòèâíóþ ÷àñòü âñåãî òåõíîëîãè÷åñêîãî ìíîæåñòâà
T . Êðîìå ýòîãî, íàì ïîíàäîáÿòñÿ îïðåäåëåííûå ïîäìíîæåñòâà T+. �àññìîòðèì íåêîòîðûéïðîöåññ (ω, c) ∈ T+ è îïðåäåëèì ìíîæåñòâî äðóãèõ ïðîöåññîâ, áîëåå ý��åêòèâíûõ, ÷åìýòîò:

T+(ω, c) = {(λ, y − x) : λ ≤ ω, y − x ≥ c} ∩ T+.Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà:Ëåììà 1 Ìíîæåñòâî T+(ω, c) çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.Äîêàçàòåëüñòâî.Åñëè T+(ω, c) íåîãðàíè÷åíî, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(λk, y
k−

xk) ∈ T+(ω, c) òàêàÿ, ÷òî ‖yk‖ → ∞. Êàæäûé ÷ëåí ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò áûòüðàçëîæåí ïî áàçîâûì ïðîöåññàì, ïðîèçâîäÿùèì îïðåäåëåííûå ïðîäóêòû:
λk =

n∑

j=1

λk
j , yk =

n∑

j=1

yk
j , xk =

n∑

j=1

xk
j . (1)Ïî îïðåäåëåíèþ T+(ω, c) âåëè÷èíû λk îãðàíè÷åíû ω, à èç íåîòðèöàòåëüíîñòè λk

j ñëåäóåò,÷òî λk
j ≤ ω. Àíàëîãè÷íî è .Íîðìèðóÿ (1) íà ‖yk‖ è ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî êàæäîå Tj ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì, ïîëó÷àåì
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j ‖ ≤ 1. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî k → ∞ ïîëó÷èì (0, x̃j , ỹj) ∈ Tj , îòêóäà ỹj = 0â ñèëó íåîáõîäèìîñòè íåçàìåíèìîãî ðåñóðñà. Îäíàêî
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j ‖ = ‖yk‖/‖yk‖ = 1è, ñëåäîâàòåëüíî ỹj íå ìîãóò áûòü âñå îäíîâðåìåííî íóëÿìè. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èåäîêàçûâàåò îãðàíè÷åííîñòü T+(ω, c).Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü çàìêíóòîñòü ïðåäïîëîæèì, ÷òî (λk, y

k−xk) � ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü ïðîöåññîâ èç T+(ω, c), òàêàÿ, ÷òî (λk, y
k −xk) → (λ, d) ïðè k → ∞. Â ñèëó îãðàíè÷åí-íîñòè T+(ω, c) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî è λk

j , y
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j â ïðåäñòàâëåíèè (1) ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðûì3



ïðåäåëàì λ̃j , ỹj, x̃j. Òîãäà (λ, d) =
∑n

j=1(λ̃j, ỹj − x̃j), ãäå (λ̃j, ỹj, x̃j) ∈ Tj â ñèëó çàìêíóòîñòè
Tj . Èç ý��åêòèâíîñòè (λk, y

k, xk) ñëåäóåò, ÷òî λ =
∑n

j=1 λ̃j ≤ ω,
∑n

j=1(ỹj − x̃j) ≥ c, ò.å.
(λ, d) ∈ T+(ω, c).Ïîñëå òîãî, êàê ìû äîêàçàëè êîìïàêíîñòü T+(ω, c) ìû ìîæåì íàõîäèòü ý��åêòèâíûåïðîöåññû ñ ïîìîùüþ öåí.Ëåììà 2 Ïóñòü p > 0 è (λ̄, ȳ, x̄) � ðåøåíèå çàäà÷è

max
(λ,y,x)∈T+(ω,c)

p(y − x) − λòîãäà (λ̄, x̄, ȳ) � ý��åêòèâíûé â T+ ïðîöåññ.Äîêàçàòåëüñòâî.. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â T+ ñóùåñòâóåò ïðîöåññ (λ, x, y),òàêîé, ÷òî
λ ≤ λ̄ ≤ ω, c ≤ ȳ − x̄ ≤ y − x (2)Êàê âèäíî ïðè ýòîì (λ, x, y) ∈ T+(ω, c) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîèñê áîëåå ý��åêòèâíûõ, ÷åì

(λ̄, x̄, ȳ) ïðîöåññîâ ìîæíî çàâåäîìî îãðàíè÷èòü T+(ω, c). Âìåñòå ñ òåì, ïîñêîëüêó ïî êðàéíåéìåðå îäíî èç íåðàâåíñòâ (2) ñòðîãîå, òî
p(y − x) − λ > p(ȳ − x̄) − λ̄,÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (λ̄, x̄, ȳ).Ëåììà 3 Ìíîæåñòâî ý��åêòèâíûõ ïðîåöåññîâ � êîíóñ, ò.å., åñëè (λ̄, ȳ, x̄) � ý��åêòèâ-íûé ïðîöåññ, òî è θ(λ̄, ȳ, x̄) ïðè θ > 0 òàêæå ý��åêòèâíûé.Äîêàçàòåëüñòâî.Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò (λ, y, x), ý��åêòèâíåå, ÷åì θ(λ̄, ȳ, x̄), òî

λ ≤ θλ̄, y − x ≥ θ(ȳ − x̄). (3)Ïðåäïîëîæèì ïåðâîíà÷àëüíî è ðàçäåëèì íåðàâåíñòâà (3) íà θ. Èñïîëüçóÿ ý��åêòèâíîñòü
(λ̄, ȳ, x̄) ïîëó÷èì λ = θλ̄, y − x = θ(ȳ − x̄), ñëåäîâàòåëüíî (λ, y, x) = θ(λ̄, ȳ, x̄). Åñëè θ = 0, òî
λ = 0 âëå÷åò y = x = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, (λ, y, x) = (0, 0, 0) = 0(λ̄, ȳ, x̄), ÷òî îêîí÷àòåëüíîäîêàçûâàåò.Òåïåðü ìû ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü îñíîâíóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 3 Åñëè òåõíîëîãèÿ T ïðîäóêòèâíà â òîì ñìûñëå, ÷òî T+ ñîäåðæèò ïðîöåññ ñïîëîæèòåëüíûì ÷èñòûì âûïóñêîì ïðîäóêöèè, òî ñóùåñòâóþò ïðîöåññû (1, ŷj, x̂j), j =
1, 2, . . . , n) óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþþùèì óñëîâèÿì:1. Ìíîæåñòâî T e

+ âñåõ ý��åêòèâíûõ ïðîöåññîâ (λ, y, x) èç T+ ñîâïàäàåò ñ êîíè÷åñêîéîáîëî÷êîé (1, ŷj, x̂j), j = 1, 2, . . . , n);2. Äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî âåêòîðà êîíå÷íîãî ñïðîñà d ñóùåñòâóåò íåîòðèöà-òåëüíîå ÷èñëî λ, òàêîå, ÷òî (λ, d) ∈ T e
+.Äîêàçàòåëüñòâî.Ïî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû ñóùåñòâóåò (µ, e) ∈ T+ ñ e > 0. Òîãäà â

T+(µ, e) åñòü ý��åêòèâíûé ïðîöåññ (λ̄, ȳ, x̄), êîòîðûé, íàïðèìåð, ìîæíî ïîëó÷èòü, ìàêñè-ìèçèðóÿ ïðèáûëü p(y − x)− λ äëÿ p > 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì λ > 0, èíà÷å íåðàâåíñòâó
y − x ≥ e > 0 íåâîçìîæíî áûëî áû óäîâëåòâîðèòü. Ïî ëåììå 3 ýòîò ïðîöåññ ìîæíî ïåðå-íîðìèðîâàòü è èìåòü äåëî ñ ý��åêòèâíûì ïðîöåññîì (1, ȳ, x̄).4



Êàê è ëþáîé ïðîöåññ â T îí ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî áàçîâûì ïðîöåññàì
1 =

n∑

j=1

λj, ȳ =
n∑

j=1

yj , x̄ =
n∑

j=1

xj ,ãäå, â ñèëó ñïåöè�èêè ìîäåëè Ëåîíòüåâà äîëæíî áûòü λj > 0 äëÿ âñåõ j. Â ïðîòèâíîìñëó÷àå, åñëè äëÿ êàêîãî-òî j′ ñîîòâåòñòâóþùàÿ äîëÿ ðåñóðñà λj′ = 0, òî yj′ = 0 è ïðîäóêò
j′ ïðîñòî íå âûïóñêàåòñÿ. Ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò yj′ − xj′ ≥ ej′ > 0.Îòíîðìèðîâàâ äàëåå è ñàìè áàçîâûå ïðîöåññû (λj , yj, xj) ïîëó÷èì íàáîð (1, ŷj, x̂j) ñîîò-âåòñòâóþùèì îáðàçîì ïåðåîáîçíà÷èâ yj, xj . Ïîêàæåì, ÷òî ýòî è åñòü èñêîìûé íàáîð ïðî-öåññîâ, ïîðîæäàþùèõ T e

+. Ïóñòü ìàòðèöà D ñîñòàâëåíà èç ñòîëáöîâ yj − xj , j = 1, 2, . . . , n

D = ‖yj − xj , j = 1, 2, . . . , n‖ = Y − XËåãêî âèäåòü, ÷òî dij ≤ 0 äëÿ i 6= j, ïîñêîëüêó Y � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Îáîçíà÷èâ÷åðåç l âåêòîð, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ λj, j = 1, 2, . . . , n, ïîëó÷èì
y − x = Dl > 0Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà D ïîëîæèòåëüíî îáðàòèìà.
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