
Ëåêöèÿ 3. Äèíàìè÷ñêàÿ ìîäåëü ËåîíòüåâàÅ.À. Íóðìèíñêèé
1 Ìàòðè÷íûå ìóëüòèïëèêàòîðûÎïðåäåëèì A ≥ 0 ïîýëåìåíòíî. Ìàòðèöó B áóäåì íàçûâàòü íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìîé, åñëè B−1.Òåîðåìà 1 Ìàòðèöà D = I −A íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîò-âåòñòâóþùàÿ Ëåîíòüåâñêàÿ ñèñòåìà x = Ax + c ïðîäóêòèâíà ( ïðèáûëüíà ).Äîêàçàòåëüñòâî.Ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîäåëè Ëåîíòüåâà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå Dx = c. Åñëè
D íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà, òî x = D−1c è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîäåëü ïðîäóêòèâíà.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè äëÿ ëþáîãî c ≥ 0 ñóùåñòâóåò x ≥ 0, óäîâëåòâîðÿþùèé ñèñòåìå óðàâ-íåíèé ìîäåëè Ëåîíòüåâà, òî ñîãëàñíî ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèé ïðîäóêòèâíîñòè ( òåîðåìà ?? ),ìàòðèöà D èìååò ïîëîæèòåëüíûå ãëàâíûå ìèíîðû, â ÷èñëî êîòîðûõ âõîäèò è ñàì îïðåäåëèòåëü
detD. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷üë ìàòðèöà D îáðàòèìà è x = D−1c|geq0 äëÿ c ≥ 0. Ïîëàãàÿ c ïîñëåäî-âàòåëüíî ðàâíûì êîîðäèíàòíûì îðòàì ei, i = 1, 2, . . . , n ïîëó÷àåì íàáîð ñîîòíîøåíèé

xi = D−1ei, i = 1, 2, . . . , nèëè, óïàêîâàâ âñå â ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå
0 ≤ X = D−1I,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Ïî ñóòè äåëà ýòà òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ïðîäóêòèâíîñòü ìîäåëè Ëåîíòüåâà ýêâèâàëåíòíàïîëîæèòåëüíîé îáðàòèìîñòè I − A.Çàïèñûâàÿ ìîäåëü Ëåîíüòåâà â ïðèðàùåíèÿõ ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ∆x = (I − A)−1∆c, ãäåìàòðè÷íûé êîý��èöèåíò (I−A)−1 èãðàåò ðîëü �ìóëüòèïëèêàòîðà� � ïîêàçûâàÿ íà ñêîëüêî íóæíîóâåëè÷èòü ïðîèçâîäñòâî, äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü çàäàííûé ïðèðîñò ïîòðåáëåíèÿ. Â ýòîìñìûñëå ýòî àíàëîã ìóëüòèïëèêàòîðà Êåéíñà. 11.1 Äèíàìè÷ñêàÿ ìîäåëü ËåîíòüåâàÂ ñòàòè÷åñêîé ìîäåëè Ëåîíòüåâà íåò èíâåñòèöèé â ïðÿìîì ñìÿñëå ñëîâà � êîíå÷íîå ïîòðåáëåíèåíàâñåãäà âûâîäèòñÿ èç ýêîíîìèêè. Âìåñòå ñ òåì èíòåðåñíî è ïîëåçíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà÷àñòü ïðîäóêòà çàòðà÷èâàåòñÿ íà èíâåñòèöèè è âëèÿåò íà áóäóùåå ñîñòîÿíèå ýòîíîìèêè. ×òîáûîïèñàòü ýòî êîððåêòíûì è çàìêíóòûì îáðàçîì íåîáõîäèìî àêêóðàòíî âûïèñàòü âñå �èíàíñîâûåè ìàòåðèàëüíûå ïîòîêè.Âñïîìíèì ìîäåëü Ëåîíòüåâà â �èíàíñîâîì âûðàæåíèè. Ïóñòü v = (v1, v2, . . . , vn � (çàäàííûå)äîáàâëåííûå ñòîèìîñòè ïî îòðàñëÿì ( ïðîäóêòàì). Òîãäà öåíà èç óñëîâèÿ áàëàíñîâ äåíåæíûõïîòîêîâ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ
p = v(I − A)1Äæ. Êåéíñ ðàññìàòðèâàë ñêàëÿðíóþ ìîäåëü

Y = αY + Iãäå Y � íàöèîíàëüíûé äîõîä, I � èíâåñòèöèè. Êîý��èöèåíò α â åãî ìîäåëè îáîçíà÷àë �ñêëîííîñòü ê ïîòðåáëåíèþ�.�åøàÿ ýòî òðèâèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî Y ïîëó÷àåì
Y =

1

1 − alpha
I,ãäå β =

1

1−alpha
� ìóëüòèïëèêàòîð Êåéíñà. Àíàëîãèÿ î÷åâèäíà.1



è äîõîä j-îé îòðàñëè ñîñòàâëÿåò vjxj . Ââîäÿ äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó V = diag(v) ýòî ñîîòíîøåíèåìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî âåêòîðíî-ìàòðè÷íûì îáðàçîì êàê y = V x.Ïóñòü cij � �ñêëîííîñòü� j-îé îòðàñëè ê ïîòðåáëåíèþ ïðîäóêöèè i-îé, ò.å. ÷àñòü äîõîäà j-îéîòðàñëè, ðàñõîäóåìîé íà ïðèîáðåòåíèå ïðîäóêöèè i-îé. Ñîîòâåòñòâåííî êîå��èöèåíòû cij óäî-âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
cij ≥ 0,

n∑

i=1

cij < 1,à îáùèé ðàñõîä j-îé îòðàñòè íà ïðèîáðåòåíèå ïðîäóêòîâ i-îé îòðàñëè áóäåò cijyj .Ïðåäïîëîæåíèÿ ìîäåëè:1. Îòðàñëåâîé äîõîä, çàðàáîòàííûé â ìîìåíò âðåìåíè t, ïîëíîñòüþ òðàòèòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè
t + 1.2. Ñóùåñòâóåò ïðîãðàììà âíåøíèõ ðàñõîäîâ d(t) ( êàæäûé âåêòîð d(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéâíåøíèé ðàñõîä ïî îòðàñëÿì â ìîìåíò âðåìåíè t ).Òîãäà, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç y(t) äîõîä ïî îòðàñëÿì â ìîìåíò âðåìåíè t, ïî ïîëíûé ðàñõîä âìîìåíò âðåìåíè t + 1 ñîñòàâëÿåò

Ct(t) + d(t + 1) = z(t + 1).Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç R äàãîíàëüíóþ ìàòðèöó îáðàòíûõ öåí
R = diag(1/p1, 1/p2, . . . , 1/pn) = P−1, P = diag(p),òî â òåðìèíàõ ïðîäóêòîâ âåêòîð êîíå÷íîãî ñïðîñà, èíäóöèðîâàííûé ýòèì âåêòîðîì çàòðàò áó-äåò ðàâåí w(t + 1) = Rz(t + 1) è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó óðàâíåíèé ìîäåëè Ëÿïóíîâà, äîëæåíîáåñïå÷èâàòüñÿ âåêòîðîì âàëîâîãî âûïóñêà

x(t + 1) = (I − A)−1w(t + 1).Ñîîòâåòñòâåííî äîõîä íà ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè áóäåò ñîñòàâëÿòü
y(t+1) = V x(t+1) = V (I−A)−1w(t+1) = V (I−A)−1Rz(t+1) = V (I−A)−1R(Cy(t)+d(t+1) = Y y(t)+a(t),ãäå

H = V (I − A)−1RC ≥ 0è
a(t) = V (I − A)−1Rd(t + 1) ≥ 0åñëè d(t + 1) ≥ 0. Îòñþäà â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî y(t + 1) ≥ 0.Ñ òî÷êè çðåèèÿ òåîðåòè÷åñêîé ýêîíîìèêè îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé ãäå � íåêî-òîðûé �èêñèðîâàííûé âåêòîð. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

y(t + 1) = Hy(t) + ρta (1)ðàçäåëèâ êîòîðîå íà ρt ïîëó÷èì
ρ
y(t + 1)

ρt+1
= H

y(t)

ρt
+ aèëè, ââîäÿ ȳ(t) = y(t)/ρt

ρȳ(t + 1) = Hȳ(t) + a (2)Åñëè ρI − H íåîòðèöàòåëüíî îáðàòèìà, òî ñóùåñòâóåò ȳ ≥ 0 òàêîå, ÷òî
ρȳ = Hȳ + a, ȳ = (ρI − H)−1a, (3)ò.å. ïàðà �óíêöèé ρta, ρt(ρI − H)−1a íà÷èíàÿ ñ t = 0 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (1). Ìàòðèöà

(ρI − H)−1 íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íûì ñóïåðìóëüòèïëèêàòîðîì.Íà ñàìîì äåëå, îäíàêî, ìîæíî ñòàðòîâàòü ñ ïðîèçâîëüíîãî y(0) è ïðè ýòîì y(t)/ρt → ȳ.Äåéñòâèòåëüíî, âè÷èòàÿ (2) è (3) ïîëó÷èì
ρ(ȳ(t + 1) − ȳ) = Hȳ(t) − ȳ2



èëè
ρδȳ(t + 1) = Hδȳ(t)ãäå (ρi − h)−1 ≥ 0. Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî
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ρ
(I −

H

ρ
) =

1

ρ

∞∑

t=0

Ht

ρtìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ∑
∞

t=0

Ht

ρt ñõîäèòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, Ht

ρt → 0. Ïðè ýòîì δȳ(t) = Ht

ρt ȳ(0) →
0.Òåîðåìà 2 Åñëè H ≥ 0 è (ρI − H)−1 ≥ 0, òî Ht

ρt → 0 ïðè t → ∞.Äîêàçàòåëüñòâî.Åñëè (ρI − H)−1 ≥ 0, òî ìàòðèöà ρI − H èìååò íåîòðèöàòåëüíûå ãëàâíûåïîñëåäîâàòåëüíûå ìèíîðû. Â ÷àñòíîñòè ρ − h11 > 0 èëè ρ > h11 ≥ 0. �àññìîòðèì ÷àñòíóþ ñóììó
Ts =

1

ρ

s∑

t=0

Ht

ρtÒîãäà
Ts(ρI − H) = I −

Ht+1

ρt+1
≤ I.Óìíîæàÿ íà (ρI − H)−1 ïîëó÷èì

Ts ≤ (ρI − H)−1ò.å. Ts îãðàíè÷åíà ñâåðõó è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Îòñþäî ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà ∑
∞

t=0

Ht

ρt è,ñëåäîâàòåëüíî, Ht

ρt → 0.Èíòåðåñíûé âîïðîñ èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå âîïðîñà ïðè êàêèõ ρ ìàòðèöà ρI − Hïîëîæèòåëüíî îáðàòèìà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå λ(H), ÷òî ρI − H ïîëîæèòåëüíîîáðàòèìà äëÿ âñåõ ρ > λ(H). Ýòî óòâåðæäåíèå íîñèò èìÿ òåîðåìû Ôðîáåíèóñà-Ïåððîíà.Â çàêëþ÷åíèè ìîïîñòàâèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñî ñêàëÿðíîé ìîäåëüþ Êåéíñà. Åñëè e =
(1, 1, . . . , 1) òî Y (t) = ey(t) � íàöèîíàëüíûé äîõîä. Ñîîòâåòñòâåííî

eH = eV (I − A)−1RC = v(I − A)−1RC = pRC = eCîòêóäà
Y (t + 1) = eCy(t) + ed(t + 1) = c̄y(t) + I(t)Åñëè c̄ = αe, òî

Y (t + 1) = αY (t) + I(t)÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè Êåéíñà.
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